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V. символы ЭЛЕМЕНТОВ 
КРИСТАЛЛ ИЧЕСІЮГО МНОГОГРАННИКА. 

1. КРИСТАІІЛОГРАФЯЧЕСЕИБ СИМВОЛЫ. 

ІТришізіая во внимание, что внеягняя форма кристалла 
является определенной функцией его внутреннего строения, 
мы можем рассматриБаті, его внешний вид, как результат 
онределенных физических (и отчасти хи.мических) лроцессов, 
зафиксированиых нриродои в виде кристаллического много¬ 
гранника, состоящего из твердых частиц. Из возможности 
такой точки зрегтя вытекает важность изучения наружной 
формы кристалла, причем изучение внешнего вида кристалли¬ 
ческого ііпогогііашшка. мм можелЕ считать за исследование 
некоторых определенных фвзическях свойств данного ве¬ 
щества в твердом состоянии, характеризуіодщмщі кристалли¬ 
ческой однородностью. 

Для того, чтобы иметь возможность вполне то'іно ориен¬ 
тироваться в взаимном расположении элементов кристалли¬ 
ческого многогранника, всего удобнее выбрать некоторые 
йз его олемедтов и придать им определенное положение 
Б пространстве. После этого, взаиАшое расположение всех 
других элементов многог])анника может быть вполне уста¬ 
новлено, если мы будем знать их положение относительно 
элементов, выбранных иаіш за исходные. Такими элементами 
может служить всякая совокупность элементов, вподае опре- 
деляюііхих данный кристал.ішчеекий козшлекс. 

Для полного определения взаимного расположения частей 
пространственной фигуры необходимо иметь в качестве данных, 
по Е|)айней ме[)е, т[)п направления, не лежаіцих в одной плос¬ 
кости. Іакие направления называются в анмитпческой гео¬ 
метрии осями координат, и представляют собою тіш линии, 
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причем для оіг]>еделетія отрезков по всем трем жітям бе¬ 
рется какая-нибудь определенная единица длины, одинако¬ 
вая для всех натціавлецнй- Так как каждый кристалли- 
меский многогранник ні)едтгвляет собою простраЕСтвешіую 
фигуру, т. е* фигуру трех измерений, то и для определения 
взаимного расположения его элементов такіі;е необходимо 
принять три оси. За такие оси лриднліаются тіні возно.;к.- 
ІІІ1ІХ і)ебра данного кристаллического комплекса. 

Так как каждое воэаюжлое ])ебро комнлексдь будет оиреде- 
ленным і)ядом гомологнческпх точек нроетранствеоной ре¬ 
шетки, соответствующей этому ко^нілексу, то всего удобнее 
принять некоторые три ряда, не лежащие в одной плоской 
сетке, за ностолшіые направления, т. е, оси, о'гиосителыіо 
котоі)ых мы и будем определять нолоя^енпе всех элементов 
данного крнсталлического многогранника. Так как каждідй 
такой ряд хараіжризуется совсріііеяпо оні)еделенпым п]я>- 
межутком, то этот промежуток ряда мы и ^[онссм Припять 
за метрическую единицу но нанравлешпо, соответствукяцему 
данному ряду, В виду того, что і)лды разлшшых неиаі>аллеліі- 
еых направлений немеют, вообще говоря, разные нромен^утки, 
мы заключаем, что нетрическне единицы но трем осям будут 
раз-тичин, В виду такой особенности этих осей, .мы их на¬ 
зываем не осями Еоордииат, а кристахіо графическими осями, 
принимая во внимание, что' такие оси являются всегда воз- 
молѵдгдзш ребрами данного кристаллического комплекса. 
Определив лоложение бозмояіных граней и ребер кри- 
стахтичсского , козшлекса отяосите,шіо выбранных кристалло¬ 
графических осей, зш можем, каким-пибудг* способо^г, обозна¬ 
чить это положение, руководствуясь определенными прави¬ 
лами, Такое обозначение положения ірани ікюі ребра кри- 
стахтческого комплекса относительно криста,іло графических 
осей называется символом грани или символом ребра, в за¬ 
висимости от того, к какому элемент)^ многоіраниика оно 
относится. Определенные правила для обозначения эле^іен- 
тов к]шстал,тйчеекого многогранника и вывод ял і^иеся, на 
основании применения этих правил, си:чволы бьыи в свое 
время лрсдложенрл различными авторами. Обозначения граней 
определенного положения определенными буквами были пред- 
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лоліены Леви н затем Ф. ІІаумапом: с другой стороны, ііил- 
лером была введена система обозначений при иомоіци сим¬ 
волов, дредставляюнщх собою три де лих рациопа.чьних ^іисла, 
называемых индексами символа н получаемых иа основании 
еоверінсЕНО определетшых правил. 

Очень скоро оказалось, что сггстема обозначедпй Миллера 
имеет такие суіи,ествеииые щзеямущества, еравіштелыіо с 
обозначениііми Леви и Науішіа, что параллельно е симво¬ 
лами, предложенными этими авторами, лостоішно лртаодилось 
пользоваться и символамп Миллера. 1) настолпі,ее время, 
обиі;еуііоті)ебителыіо& является именно эта последняя си¬ 
стема, причем символы Леви и Паумана почт^і совериіепио 
не употребляются, так чч’о их йшніко встретить только в 
старых монографиях и статьях. 

В виду этого, мы здесь зайіѵ[ейісл рассмотрешем толіжо 
символов Михііера, а также символов А, Вгаѵаіз, видоизме- 
иениых Е. С* Л>едоровым и принятых как этл^іш авторами, так и 
вообще всеми совремегшьоги криеталлографамд для кристал¬ 
лов гексагоиальпой гипосипгоегии, оти иоследпие символы: 
от.іичаютея от символов Миллера тем, что они сюстоят из 
четырех целых рациопальдых чисел, также называемых ин¬ 
дексами. Для получепия этих симво.іов необходимо иметь 
четыре кристаллогра(]шчеекне оси, причем три из оіих четы¬ 
рех осей лежат в одиой плоскости. 

2. СГ1МВО.ІЫ РЕБЕР КОМПЛЕКСА. 

Выберем три сопрлжешых ряда (рис. Іоі) 

простраистведыой |)еиіетки, пересекающихся в одной гомо¬ 
логической точке О и ие леягащих в одной плоской сетке, 
и примем эти ряды за кристаллографические оси. Ось 
иаправлеііпую к наблюдателю, мы принимаем за первую 
кр(Гста^тлографическую ось, причем ее положительное на¬ 
правление будет то, которое идет от точки О к наблюда¬ 
телю. За вторую ось мы принимаем ряд причем поло¬ 

жительное направление д.ія этой оси будет лежать вправо 
от ТОЧКЕ О, а сама ось будет располагаться слева направо 
по отдоіііетш к наблюдателю. Ряд мы нрннпмаем за 
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і^етью ОСЬ, расположеннаго вертаійгіьно, и ее положительное 
налравлсЕяе будет итт'и вверх от точзси О* Отрицательные 
направления тех же осей будут расположены в обратном 
порядке по отно тению к точке О, Если промежуток ряда 
по оси 0^1, равен но Ох^ равен я по О равен Сд, 
•го Оа^ = Ой&з = Сд II ОйГд = €^. 

Положим, у нас ий[еется некоторая іюмо логическая точка 
данной пространствеяной реіііетіш; координаты этой точки 
мы можем определить, проведя из точки прямые 

«««4 II Ощ, Я„а 5 II 0% и о„йв II Ояв 

до пересечения :етих прямых с тремя плоскостями, каждая 
из которых определяется двумя кристаллогра(|інческиш осями. 
Д.ІИНЫ отрезков прямых «4, «„«5, «„«5, измерениые одинако¬ 
выми единицами длины, лазываютея линейными координатами 
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даЕпой то^и Обояжатв линейные коордипаты дажной 
ТОЧКЕ через к\, мы можем назвать 


числовыми коордажатамл или индексами символа дайной 
гомологической точки причем заметим, что, при такой 
системе обозиачетгй, ^ и ^ будут всегда целыми числами 
(иоложителышш или отрицательными)* 

В самом деле, если за кристаллографические осе принять 
три соиряжеииме ряда лрострапствеиной решетки и провести 
через каждую гомологическую точку дайной решетки три ря¬ 
да, пара.тлельяые взятылс кристаллографически осяіі, то мы 
получим систему элемеятаряык иарах-телепипедов, (часть ко- 
торой изображена на рис. 151) причем все гомологические 
точки решетки будут находиться в вершинах таких иаракТ- 
лелепинедов* Так кіік, для иолучеішя символа данной точки, 
мы должны пройти пеиреімензо целое число проз[ежутков по 
трем рядам, принятым за кристалле грасішчеекие оси, чтобы 
ДОЙТИ до вершины одного из таких параллелепипедов, а все 
гомологические тотаи находятся имеипо в вершинах, то ясно, 
^ 4 будут непременно целыми ^телами* 

Вообіце говоря, каждые три ряда простраиственной решетки, 
нерееекаюігціеся в одной гомологической точке О, не лежа¬ 
вшие в ОДНОЙ плоской сетке и определяіоіішие собою, следова¬ 
тельно, три плоские сетки, можно принять за три кристалле- 
гра(]>ические оси или за оси координат, т. е. за постоянные 
данные наи]>авления, положение которых известно* Приияв 
некоторые три ряда, удовлетворяющие вышеуказаияым усло¬ 
виям, за координатные оси, мы можем оііреде^тлть положение 
каждой гомологической точки реіиетки, а также каждого ряда 
и каждой плоской сетки по отвошению к выбранным осям 
координат* 

Три плоские сетки, из которых каждая определяется двумя 
координатными осями, мы называезі плоскостями координат, 
а обишую точку О нересечеяия этих плоскостей и осей — 
нача*чом координат* 
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Если за оси координат мі^і лризіем три не соирліиеинь^д 
ряда данной ііространсівслной рете^гки, іо числовые ко¬ 
ординаты некоторых гомологических точек реиіетки уже 
не будут представлііть собою целых чисел. Такизш дроб- 
иы:чті числовыми координатами 63 'дут характеризоваться все 
те гомологические точки реіііечки, коі'орые не будут пахо- 
дитьси Б верти пах иараллелепиледов, иостроелимх на еди¬ 
ничных отрезках рядов, принятых за оси коордіпшт. Таким 
образом, мы буде^г иметь ясное оітачие в случае принятия 
за оси координат трех ле сопрляіенных рядов от того случая, 
когда за координатные оси лртшліт.і сопряжеішне ряды. 
отоіі гіоследпем случае каждую го^іологичоскуно точку нро- 
страественной решетки можно изобразіт> символом 4 , 4 ], 
причем индексы ятого символа, 4 ^ 4 будут целые числа. 

Точка О, ііриияч'а>[ за начало крлсталлогра())Ических осей, 
тш.т)^адт символ [О, О, О], Положим, точка имеет символ 
[ 4 . 4^ 41^ Соединив оту точку сточкой О прямой О по¬ 
лучим ряд гомологических точек, раснолоясекных на этой 
прямой. Индексы символов точек этого ряда будут целыми 
числами, приче-^і соответственные индексы сизшолов раялич- 
і[ых точек одного и того же ряда будут в целое число ]}аз 
больше зшдексов символа точки ряда, блиишйтеы к началу 
О кристаллографических осей. Ес.ти за крнсталлогрш|шче~ 
ские оси ирипяты три сотіражеит.іх рядіі нроетранственной 
ретепш. то точка 4^ 41 будеі’, очевидно, ближайі[іей к 
началу О, если только 4^ 4 4 имеют обш^его дсмитедн. 

Если же, иаиротЕв, ^ 3 , 4 4 иліеют некоторый общий де¬ 

литель т, то символ [ 4 , 4’ 4] будет нредетавлять точку, на- 
ходшцук^ся на расстолний т иромсяѵутков от точки О и ле¬ 
жавшую Б том же ряде. Таким образом, кантую іочку дан¬ 
ного ряда мы можем изобразить символом [шт^^ 77гг^, 
где }п н г — целые числа. В виду этого, мы можем впол¬ 
не определить какой угодно ряд, проходящий через точку 

обозначив его символом где Гд и Гд — целые 

числа, не и:яеющие обіцего делителя. 

Эти числа вазьшаются числовыми координатами пли индек¬ 
сами символа ряда, проходящего через точку О, причем они, 
110 своей абсолютной величлие, будут равпм числовым коор- 
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динатал гоішлогической точбіт, находл]а;ейся в том же ряде 
гг ближайтей к тоіісе О. 

Замеіям, что б каждом ряде гомолошческнх точек, про¬ 
хода іцем через начало осей, ішеішея две точки, ближайшие 
к О и лежаірие ло обе стороны па одипаковых расстояниях от 
О. Так как числовые коордііиаты обоих таких точек удов- 
летворягот постаЕлеітым у словили для числовых координат 
ряда, причем индексы символов отнх точек будут иі^геть об¬ 
ратные зпакрг, то п два символа [г^г^Гд] и [гбудут обо¬ 
значать один п тот же ряд. 

Как мы внаем, каждая гомологическая точка пространст¬ 
венной решетки будет совершенно равновначна каждой дру¬ 
гой гомологической точке той же решетки. В виду этого, мы 
всегда :чожем Припять за начало осей координат или кри- 
сталлогра^І}Ичсскнх осей любую гомологическую точку датшоп 
лроетранстБепыой решетки. Сохраняя перво оачачіяго выбран¬ 
ное нанравлсиие криста»члографических осей, мы найдем для 
каягдого ряда, параллатьЕОГО ряду тот же символ 
если только примем за начало осей гомологическую точку, 
ВХОДЯ] н;у 10 в состав этого ряда, а даправлепия осей возьмем 
параллельными соответственным рядам Оа^, Оа^, Оа^. Таким 
образом, :^іы іігожезі Припять д.м обозначения всех рядов, па¬ 
раллельных данному — символ- 

р]сли ^[ы Примем за криста^оографические оси три не- 
еоиряжсняых ряда решетки, то мы всегда моясен получить 
символ какого уіюдно ряда, состоянщй из трех иядексов, ко¬ 
торые будут опять делыіш числами. Для этого необходимо 
только взять для обозиачеиия дай по г отряда символ гомологи¬ 
ческой точки этого ряда, находіші;ейса в ближайшей к на¬ 
чалу координат вершине одного из парахчелепипедов, по- 
с'гроепиых на единичных отрезках по кристахлографическим 
ос^ім. уіепо, что такая точка будет иметь символ, состоящий 
из трех целых чисел индексов. 

Так как каждое возможное ребро представляет, в данной 
Пространственной решетке, ряд некоторого направления, 
определяемого двуі^ія гозгологжческшш то^шами, напр., а и 6 , 
входящими в его состав, то и черев обіцую для трех 
кристаллографических осей гомолоі‘ическуіо то*іку О мы мо- 
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жем лровести ряд Оа^, параллельный данному ребру. Этот 
ряд, как и всякий другой, будет характерпзоваті.ся опреде¬ 
лен и ым промежутком, еоответствую[[і;ил[ расстоягшю между 
двумя ближайпшми точками ряда. 

Б том случае, ес.ш за кристаллоі’ра([шческие оси при^ 
ыяты три сопряженных ряда и между точками а и Ь 
(рис. 151) нет ИИ одной гомологической точки ряда, опреде¬ 
ляемого :>тими точкадси, то аЬ и будет продіежутком данного 
ряда, точно также, как и О причем О и будут также 
б.тпжайіяими друг к другу гомологическими точками данного 
ряда. 

Каждые две крнстахтографические оси и и 

и вполне определяют некоторую плоскую сетку про¬ 
странственной ренштіш. Если мы проведем через точку 
плоские се'гкк, параллельные трем сеткам, опрсдслігемым крн- 
ста.члоіД)афпческими осями, то в резулілате такого построе¬ 
ния получим параллелепипед, в верніипах которого будут на¬ 
ходиться гомологические точки О, аг^ и 

Этот параллелепипед, вообисе, пе будет элементарным, так как 
не толі>ко в его вершинах, но и внутри его, и на его і>еб- 
рах, и гранях будут иаходитг^ся год[Ологические тотеи, ішір. 
точки а , йр а\ Б облі^ем с^тіучас, такой параллелейппед 6у“ 
дет состоять иэ пекоторого делого чис-іа эледюніарных па- 
ралла^епипедов (как наир, на рис. 151 такой параллелепипед 
состоит ив 12-ти элемеіп'арпых параллелеішпедов). ^ 

Е^сли мы определим 'шаяо продіежутаов ряда на отрезках 
прямых, между точкой О и каждой веріііиной построенного 
лара^^лелепипеда, т. е. количестао промежутков ряда в отрезках 
Оа^ и то КііЯіДое из трех полученных щіеел будет 

равно индексу символа ребра. Для пидсксов символа ребра, в 
приведенпом на рис. 151 примере, мы получаем 2 по оси Ті, 
3 по оси дгд и 2 по осп 2 з, причем эти три числа будут по¬ 
ложительны, так как соответствуюііще отрезки получены в 
положительных паправлсяиях осей. 

Мы можем найти значение индексов символа, оп]>еделив 
число промежутков рядов, параллельных кристаллогра(()и- 
ческим осям, которое надо пройти для того, чтобы, исходя 
из точки О, достигнуть гомологической точки Для 
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ЭТОГО, ВО взятом палт приііере, асожно сеачоа пройти 2 
промелѵѵтка по оси в положительной! направлении, за- 
тезЕ пройти отрезок ряда, параллелілого ряду, опре¬ 
деляемому точказіи О л Из свойстів параллелепипеда зеы 
знаем, что 0% — Б виду этого, проходя отрезок 
мы пройдезі расстояние, равное трем прозіелсуткам ряда 
Точно также, пройдя О'греаок мы пройдем рас¬ 

стояние, равпое двум промежуткам ряда Оа^, То же самое 
іЕОлучптся, если провести из то^ши три ллиии рядов го¬ 
мологических точек п параллельных рядаэі, 

принятым за кристаллографические оси, до пересечения этих 
т[>ех линий с тремя плоскими еетказш, каждая из которых 
определяется двумя крпстаіглогра())вческііэш осязіи. Сделав 
такое построение и определив число промежутков по по¬ 
строенным рядам, еайдезг, в виду равенства оірезков: Оа^ = 
и == 0%, опять тот же сизівол ребра, [232], со- 
стоявший из трех ипдексов 2, а и 2, То же количество про- 
зіежутков рядов, соответетъуюищх ка-ждой кристаллографи¬ 
ческой оси, мы должны будем пройти, двигаясь по различным 
лутязі от точки О по направлению к точке или, наоборот, 
от ^гочки к точке О* 

Вообще, какизш бы путями, парситлельиызіи кристалло- 
гра<])яческим осязс, мы пи игли, зш всегда получим одно и 
то же количество прозіежутков по кристаллогра<1)іічсекизі 
осям, если примем во вцизгание направление пути п возь¬ 
мем алгебраическую еузізгу нройдениых расстояний. Напри- 
зіер, 31 ы мои;езі пройти от точки О до точки по пути 

ЗІрипяв во внимание направление 
ДВИЖ 0 ИИЙ по пройденным путям, зш получим: 



Оа^ ^ 1- Оа^ аДц Оа^ 

«12«13 “ І ^ І ОДв 

В еуыые 0(1^ в сумме Оа^ 


в сумме Ойі(, 


Ес-іи мы узшожим все индексы сизівола ребра на одно и 
то же целое рациональное чиато, то пара^тлелепилед ОЛЛСВ 
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(рие* 152), посіі)оешщ& на новых отрезках рядов, сооаъетет- 
в^юііщх кратдыйс ве^шквеам индексов сиаівола, будет подобен 
нервонача^іьно долучеиному ііаралделепйпеду ОаЪссІ, так как 
оба эти лараллелепішеда будут иметь обіцую вершину, а 
идіеддо точку" О, и обіций трехгражнын угол пі)и этой вер“ 
шипе, а ймеиио і ОЛВС, а кроме тоі’о соответетвениые 
ребра обоих параллелепипедов буду^' 
ироиорциодальпы, так как для до- 
строедия иараллелелиледа О ЛБОВ. 
мы увеличим все отрезки по осям в 
одно и то же число раз* Б виду 
этого, оба параллелепипеда будут 
изіеть одну общую двагоналгі О Д 
еоо'іБетс'гвуклйУЮ дандошу ребру, так 
как в конце диагонали первого парал¬ 
лелепипеда, а івгеішо в точке бу¬ 
дет находиться гомологическая точка 
иросіранствепдоіі решетки, а в конце днагона^ти второго 
парахлелеиипеда будет находіггься также гомолотческая 
точка В, прплад.ле;і;аіцая тому же ряду, в коюрозЕ нахо¬ 
дится и точка 4 расположеішая зшжду точками О л В. 
Между тем, до ирипятозіу условию получепия символа ребра, 
точка В должна быіь блияіайшей до направлению ОВ к 
ч’очке О. 

Таким образом, коотчество точек, лежащих па ребре иско- 
імого сіоівола .между то^іками О и В, будет иропорционалЕшо 
об]цему де^тителю индексов символа* 

Если этот делитель будет п, то количество ирозгежуточ- 



Рііс. 15^. 


ных точек равно ^—1* Б виду только что пзлолшпдых сооб- 
ражеяия, мы всегда можем получить в качестве индексов сизь 
вола ребра ^ числа, не іілсеющих общего делителя, и только 
символ, состоящий из таких индексов, мы и будем считать 
правил ьнызі. В случае получения символа с индексаат, име¬ 
ющими общш делителей, мы можезЕ всегда сократить все 
ивдексы снзівола на эти делителя, н такизі образозг получить 
правильный еизЕвол ребра* 

Так как каждое возможное ребро кристі*тического козі- 
плекса есть некоторый ряд пространечвепной решетки, то. 
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для какого угодно ребра кристалла, мы можем найти символ, 
состоящий из трех индексов в виде целых рациональных 
яисел, зная, с одной стороны, направление ребра и кристалло¬ 
графических осей, а с другой, имея, в качестве данных, 
отношение единичных отрезков по криста.ілографи- 

ческнм осям. Для нахождения символа ребра при таких дан¬ 
ных мы можем воспользоваться следуюпщм простым методом: 



Положим (рис. 153 ), 31 N — некоторое кристаллическое 
ребро, символ которого требуется определить, и 
Ох^ — три кристаллогра(|)ические оси. Проведем через точку 
О, параллельно ребру 31 N. .тиниіо О В, которая также будет 
рядом гомологических точек. Из ііроизволіной точки В этой 
прямой проведем следующие плоскости: Л? пара^члельпо 

нлоскости осей 0x^X2: ВЛХ2С параллельно п.іоскости осей 
ОхуХ^ и, наконец, плоскость ВВх^С параллельно п.іоскости 
0X2X2- Проведенные нлоскости, вместе с тремя плоскостяі^пі 
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криста^члографических осей, дадут параллелепипед Ох^ ВВ Ах^^ 
гранями которого будут служить шесть вышеперечисленных 
плоскостей. 

Сделав такое посароение, измеризі д.іипы трех ребер ВА^ 
ВВ \\ ВС, параллельных кристаллографическим осам. Взяв 
ЕА ЕВ ЕС 

отношения -— : - ; - И прсдставип зти отношения в 

Сі Сз 

виде отношений трех целых чисел, не имеющих обиі,их де¬ 
лителей, получим искомый символ ребра. 

ІІЫ можем вообще рассматривать символ ребра, как отно¬ 
шение отрезков прямых опреде.іенного папрагления, д.іпиы 
которых измеряются ])азличными единицами. Такие отрезки, 
как известно, называются векторами, причем в калсдом век¬ 
торе различают начальную и конечную точки или начало и 
конец вектора и направление вектора, отмечаемое стрелкой. 

Примем за начало первого вектора (рис. 153) В А точку В, 
Из конечной точки А этого вектора проведем ш^ктор 
Ах^ II Ох^. Из конечной точки х^ этого второго вектора про¬ 
ведем вектор х^ О, который совпадет’ с третьей криета.іло- 

Л ^А.ос ос о 

графической осью. Отношение выраженное в 

целых числах, даст искомый символ ребра. Для построения 
ребра, по данным его символаі^і, мы можем также провести 
три вектора Ох^, а:, (7 и СВ и найти пололгение ребра, сое¬ 
динив В с О прямой. При таком построении В О будет на¬ 
зываться замыкающим векгором. 

Одним из свойств бесконечного 
ряда і’омологических точек является 
его симметричность относительно 
каждой гомологической точки. При¬ 
няв точку О Грис. 154) ряда за на¬ 
чало крйста.мографических осей и 
взяв гомологическую точку того 
же ряда на расстоянии Оа^ ъ со¬ 
ответственном напррленйи, мы мо¬ 
жем в том же ряде найти на рас¬ 
стоянии Оа^ = Оа^, но в прямо 
противоположном направлении от 



Рпс. 154. 
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ТОЧКИ о, гомологическую точку Таким образом, обе 
гомологических то^іки и мы можем рассматриБать, с 
одинаковым ігравозг, как точки ряда, б.іижаіііиие к точке О и 
от.личаголщеея ио своему положению отдоситаіьио точки О 
только тез[, что дая их нахождения мы дол;кны пере¬ 
двигаться от ч’О^ШЕ! о в прямо противоположных паправле- 
нилх, Совериіешіо ясно, что индексы си*чвола ребра, сохра¬ 
нив свое абсолюі'ное значение, пол^^чат обратные знаки, в 
вависимостн от того, будем ш іѵгы определять символ ребра, 
исходя из точки % или из точки Таким образом, два сиэе- 
Бола, отличаюпщеся друг от друга только знаказш, будут 0Т“ 
мечать одно и то же ребро, рассматриваемое с разных кон¬ 
цов. 

Остановизгсл еіце на некоторых специальных слу^чаях в 
положении ребра, сизівол которого мы желаем опреде.тть. 

1) Определить сизевол ребра, лежаі[і;его в плоскости, опре- 
делшезЕОй двузгя криста,ллогра())ически&га осями* 

Положизі, ребро Оа^ (рис* 1 б 4 ^ лежит в илоскости осей 
0^5 и Поступая по обш;ему правилу, проводим из точки 

прязіую парахіельЕО оси до дересеченил е 

нлоскостыо и а^ || Ох^ до пересечеиия с плоско стіяо 

Хз Отд. Так как Оа^ лежит в плоскости то прямые 

и будут также лежать в этой плоскости, и будутъ изіеть 
определенные д-типы % и Третий отрезок, параллачьный 
оси 0х|, в виду специальдого положения ребра, превраігі,аетея 
в иулі>. Такизі образозЕ, в качестве сизівола ребра мы пол^^чаем 
кі к(; 

[ОГ3Г3], где = — и Гд = — , причем к — некоторое число, 
на которое необходимо узЕНОЖИТь — ж чтобы получить 

с» ^8 

и Гз в виде целых чисел* 

2) Определить сизевол криста*оографической оси. 

При определедии символа ребра, параллельного одной из 
кристаллоі'раіііических осей, мы поетупаезі согласно тозіу же 
сазЕОму правилу, которое применяется для нахождения сизшола 
ребра [г^г^г^]. В ятом частном слуте, длины отрезков, иа- 
, раллельных двузі осязі, делаЕотся равнызга нулю- Остается 
I всего один индекс сизівола, не равный пулю, который по*ту“ 
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чает неопределенное значение. Б виду этого, его принимают 
за 1. Таким образом, символы кристаллогра(|)ических Осей 
будут для — [100], Д. 1 Я — [010] и для — [0і>1]. 

3. ЗАКОН ГАЦИОНАЛЫЮСТИ ОТНОШЕНИЙ 
ПАРАМЕТРОВ ГРАНЕЙ. 

Выбрав три произвольных ряда пространственной решетки, 
пересекающихся в одной точке и не ле^каіцих в одной и той 
же плоской сетке, мы можем найти длины отрезков, отсекае- 
аіых произвольно взятой плоской сеткой па этах трех рядах, 
считая такие О'грезкп от точки пересечения р^ідов друг с дру¬ 
гом до точки пересечения тех же рядов с выбранпоіі плос^ 
кой сеткой. Отношение д.типы каждого из полученных от¬ 
резков к длине промежутка соответствующего ряда называет¬ 
ся параметі)Озі данной грани. Таким образом, каждая грань 
будет иметь в принятозі нами случае три параме'іра, причем 
эти параметры, вообще говоря, будут некоторыші определен- 
пшш чпс-тазш. 

Ес.ли считать закон Стенона первым основным гяконом 
геометрической кристахтогржііии, то вторым основным зако¬ 
ном можно назвать закон, установленный французским кри¬ 
сталлографом Кепе ^и8к Нану в 1871 г. 

Второй основной закон геометрической кристаілогра(|)пи 
утверждает, что отношение трех параметров каікдой грани 
кристалла можно представить в виде отношения 'грех целых 
рациональных чисел. В виду этого, второй закон называется * 
законом рациональности отношений параметров или законом 
Гаюи, по имени его автора. 

Закон рациональности отношений параметров может быть 
выведен, как необходимое следствие ретикулярной теории 
с/гроепия криста.ілического вещества. 

Возьмем (рис. 155) какую-нибудь, произвольную точку О 
пространственной решетки и соединим ее прямой .линией с 
другой совершенно произвольно взятой точкой той же ре¬ 
шетки. Ес.ли мы продолжим .линию, соединяющую эти две 
точки, то получизі определенный ряд гомологических точек, | 
находящихся па этой прямой. То^шо таким же образом про- 'і 
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ведем из первоначально взятой точки О другой ряд гомоло¬ 
гических точек, находяищхся уже на другой прямой. Ясно, 
что два таких ряда гомологи¬ 
ческих точек вполне определяют А А 

некоторую плоскую сетку. Пер¬ 
вый ряд гомологических точек 

мы обозначим О Л,, второй ряд . 

ОЛд, и ироведелі в той лее 
сетке соверпіепио аналогичный 
и парахтельный ряду ОА^ ряд 
блиишйпшй к ряду 
Если ряд ОЛі проходит тіере" 

какую-нибудь точку ряда > / ■ ■ ■ 4 * ‘ Л 

то мы получаем два сонрядсей- 
ных между собой ряда ОЛ^ ѣ 
ОЛ^. , ' 

Если мы проведем кз каждой точки ряда ОА^ .іиггаю, па- 
рх 1 лельную ряду УЛ^, н то лее самое сделаем относительно 
ряда О Л^, т. е. проведем из каждой его точки линию, па¬ 
раллельную ОЛ^, то полученная нами сеть прямых захватит 
все точки данной плоской сетки. Получить такую сеть пря- 


51ых мы :чОікем только в то^[ случае, если два нервоиачалі.- 
Ео взятых исходных ряда ОЛ, и ОА 2 суть ряды сопряжен¬ 
ные. Эти два исходных ряда будут сопряжены каждый раз, 
если второй ряд ОЛд будет проходить через одну из точек 
ряда гз, ближайшего к ряду О Л^ и ларахчельного этому 
]іоследнему. Е(іж все этого нет, то два ряда, принятых за 
исходные, как например, два ряда ОЛ\ и ОЛ^ не будут 
сопряженными рядами. Б тако>[ случае, нашн прямые, про¬ 
веденные из каждой точки ряда ОА\ нарахтельно ряду ОА^ 
и наоборот, т. е. из каждой точки ряда ОЛ^ параоельпо 
ряду ОА\, не дадут се'ги прямых, охватываюпщх все точіеи 
данной плоской сетки. Возьмем в той же плоской сетке, 
опрсделяе.мой рядааш ОЛі и какие-нибудь совер- 

шеппо праизБ0л[.ные точки с н и соединим их прямой. 
Продолжив линию ед до пересечения с линией ОЛ^, найдем 
точку р. Для пересечения той же прязшй с лянней ОЛ^ 

I таким же путем иайдезс то^іку Проведем через точку е 
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ЛИНИЮ С а параллельно отппи ОА^ и через точку д линию 
да парахіельно лиапи ОА^, Положизі, Ор относится к Од, 
как р : д. Приняв Ор и Од за кристаллогра(|)ические оси с 
сдпшишыми отрезками по 0^, = и по Сд, найдем 

для точки с числовые координаты тп, а д.ія точки д чис¬ 
ловые координаты Ы. Перенеся нача.іо кристаллографичес¬ 
ких осей из точки О в точку а, мы делаем, по направлению, 
нарахіельному ОА^^ двшкение, которое выразрітся линией 
сіа = ОЬ, а по направлению ОЛ^ движение, выражаюи],ееся 
линией = Ь а. 

Так как точка с теперь лежит на кристахюграфжческой 
оси ас, то ее числовые координаты тп превратятся в ш'=» 
т — к и п = О. Точно также для точки д соответствеішо 
получатся чиаювые координаты: 1с = О и Г = / — и. 

Проведем из точки д прямую діь ОА^, а из точки с прямую 
с( \ ОЛ^. Проведенные нами прямые дЬ и (іс пересекутся 
ме/кду собой в точке а плоской сетки. Треугольники аде и 
Орд — подобны, в виду пархоельпости сооіветствующих 
сторон. Так как в подобных треугольниках сходственные 
стороны пропорциональны, то мы найдем из треуголі»пиков 
аде и Орд — Ор: Од == ад: пс, а это последнее отношение 
равно р:д=^ ш : 1\ т. е. отношению целых чисел. 

Из этого мы выводим заключение, что всякиіі произволь¬ 
ный ряд сетки, или возможное ребро, отсекает на всяких двух, 
произвольно взятых рядах той же сетки, отрезки, пропор¬ 
циональные целы.м числам промежутков соответственного ряда. 
Проведя из точки О третий ряд ОА^, не паходяпщйся в 
плоскоста, опреде.іяемоіі двумя рядами 0Л^ и ОА 2 , мы мо¬ 
жем принять все три ряда ОА^, ОА^ и ОА^ за три кри- 
стахіогра(|)ические оси. В такоім случае, все то, что было до- 
каізано для плоскости двух кристахгографических осей ОА^ 
и ОА 2 , т. е. для взятой нами первоначально плоской сетки, 
определяемой этими двумя линия>іи, мы можем доказать как 
для плоскости 0^2 ^^8’ 'гак и для плоскости ОА^ ОА^. 

Действительно, есхі доказанный вывод справедіив для 
плоскости О Л, 0^2, то он также будет справедлив и для 
двух других плоскостей ОА^ О А^ и ОА^ ОА^. 
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Отсюда прямо выводится жкон рацноеаяьности оатюшекпа 
параметров, яоторый моніет бытг» формулирован таким обра¬ 
зом: произвольно вмтая плоская сетка отсекает три произ¬ 
вольно взятых ряда простраиствеиЕой решетки б отрезках, 
пропорциональных целым тпслам прозіежутков ряда. 

Этот закон будет справед-тив как в том с.тучае, когда два 
произвольно взятых ряда лрострапетвенной реіиетки будут 
сопряжены зіе^кду собой, так и в тозг случае, еали эти два 
произвольно взятых ряда будут рядами не сопряженными. 

4. СИМВОЛЫ ГРАНЕЙ КОМПЛЕКСА. 

Возь&гем три ряда просграиственпой решетки, де лежаіцие 
в одной сетке и пересекаіопріеся между собой в одной го¬ 
мологической точке. Ясно, что всякая плоская сетка про- 
страпствепной решетки непременно пересечет, по крайней 
мере, один из зтих рядов. В обіцеія алучае, произвольпо 
взятая плоская сетка пересечет все три ряда, причем воз- 
ашжны раз^пічдые случаи перссечешія рядов данной плоской 
сеткой, а именно: 1^ все три ряда пересекутся в гомологи¬ 
ческих точках; 2) два ряда будут пересекаться в іомологи- 
чесііих точках, а третай в промеа^утке; 3) один ряд пере¬ 
сечется в гомологической точке, а два других в промелѵутках 
и 4) все три ряда пересекутся в промежутках. 

Какой бы из этих четырех с.чучаев пересечеБнл мы т 
взяли, как мы знае.ѵг, всегда будет справед.шв закон рацио- 
пальБОСти отпошеиий параметров, утверждаюлщй, что кажда^і 
плоская сетка прості>анствеяной решежи отсекает па трех 
произвольно взятык рядах той же решетки отрезки, про- 
гіорциояальные нелым чиатам промежутков рядов. Как мы 
видели при выводе закона рациональпости отношений па¬ 
ра чеіров, такое соотношение отрезков вытекает из вовмож- 
ноети провестя плоскую сетку, параллельную данной, взяв 
некоторую определенную гомологическую точку на каждом 
КЗ трех выбранных рядов, не лежаіцих в одной плоской 
сетке. Другими словами, передвигая данную плоскую сетку 
параллельно самой себе взад и вперед, по направлению к 
тотее пересечения трех выбранных рядов, мы всегда аіожем 

2 * 
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найти неопределенно большое количество плоских сеток, па¬ 
раллельных данной и пересекаюш.пх три выбранные ряда в 
гомологических точках. Одна из таких плоских сеток будет 
ближайшей к точке пересечения трех выбранных рядов. 

Приняв эти 3 ряда за криепилографические оси и опре¬ 
делив ко.іичество промежутков в отрезках по этим осям, от¬ 
секаемых б.іпжайшей к иачіиу осей плоской сеткой, проходя- 
іцей через гомологические точки на осях, найдем параметры 
данной грани. Эти параметры будут непременно целыми 
числами и притом не будут иметь обіцих делителей. 

Б самом деле, ес-іи бы эти числа име.іи обіцих делите¬ 
лей, то это обозначало бы, что, уменьшив отрезки по крн- 
сталлогржііическпм осям иа одно и то же целое количество 
промежутков, мы могли бы полуадть опять три гомологи¬ 
ческие точки на тех же осях. Эта точки снова определили 
бы плоскую сетку, параллельную данной, по лежаіцую ближе 
к началу осей, чем сечка, д.ія которой были определены 
отрезки, имеющие общий делитель. Таким образом, пара¬ 
метры грани должны быть числами целыми и не идіеющими 
общих делителей. Отсюда ясно, что параметры грани мы 
можем представить в виде о і ношения чрех целых чисел, 
которые будут взаимно простыми. 

Положим, мы имеем параметры некоторой грани 
где д — целые взаимно простые числа. Разделив единицу 

1 1 1 гл 

иа каждое такое число, получим: — : — : — • Ото отношение 

</і ^2 (іь 

мы молѵем преобразовать в отпошепие трех целых чисел, 
умнолѵив его на д^д^д^'., получаем д^д^ • Ес.чи к — 

общий делитель для чисел д^д^, д^д^, д^д^^ то : -у- 

= : />2 • Рз- Понятно, что обищіі де.тптель к появится только 

в том аіучае, если два из трех параметі)ов будут иметь 
этот де.лителі>. 

Отношение р^ : р ^: р^ изображается, обыкновенно, в виде 
{Ѵ\Ѵ%1Ч) и называется символом грани, а числа р — ин¬ 
дексами этого сидгвола. 

Из только что сказанного вытекает, что, если известны 
с^\с^: и положение кристахіографпческих осей, то для 
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нахождения символа данной грани мы можем поступить 
еледуіоідим образом. Измерим отрезки по кристаллографи¬ 
ческим осям, отсекаемые данной гранью. Взяв отношение 
получеииых ддап и раздеотв каждое число отношения на 
соответсаненные числа отношений единичных отрезков, полу- 
чип тасла, проиордиоиальные параметрам данной грани. Взяв 
обратные отношснпл, получим числа, дропорцноналЕ>ные ин¬ 
дексам символа той же грапи. ;^ля получения индексов сим¬ 
вола остается только представить эти последпие отношения 
в виде отноіііеття трех целых чисел, не имеюирх обіцего 
де.іителя, 

5. СООТНОШЕНИЕ МЕЖДУ СИМВОЛАМИ ГРАНЕЙ И 

РЕБЕР, 

Положим, нам даны две грани, изіеюище символы (Р 1 Р 2 Р 3 ) 
(РІРіРІ) и отсекаюіцие па кристаллографических осях 
Ох^ и 0^3 (рис, 150) отрезки Оо,, 0%, О^з и 
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Оа'^ Оа', Ойд. Еат : Сд есть отношение единишіых 
отрезков до криста^тлографичеекиы осям, то мы можем выра¬ 
зить данные отрезки через индексы символов граней, а дмеедо: 



( 1 ) 


( 2 ) 


Пусть ЪЪ^ — ребро взаимного пересечения данных граней, 
причем точки Ьу и Ь являются точками пересечения этого 
ребра с соответственными ллоскостями осей От^ и Ху Ох^. 
Кереместим грань параллельно самой себе тіш, чтобізГ 

отрезок, Отсекаемый этой гранью да оси .сделался рав¬ 
ным 0%* После такого перемеп^ения' і^оани {р[2\Ръ)у от- 
1 >езки, отсекаемые ею на осях Оху^ Ох^ и Огд, будут 
Онд и Оад, а .тиния яересечедия граней также переліестител 
и займет положение в направлении, параллельном ЬЬу. 

Проведем через начало кристаллогра(І>ическлх осеіі О жпию 
О г, параллельпу ю и отложим на пей отрезок О г, равный 
по длине Через точку г проведем три плоскоезл: 

^ 8 и^ , ' Ху Ох^ п ^^а^ і Оху 

П результате такоію построения ио.тучим параллелепипед 
по длинам ребер ко тор о ію мм можем опреде¬ 
лить символ ребра От и.ш, что то же, в виду их пара^члель* 
иости, сизівол ребра ЬЬу. Заметим, что, по посчроедию, иря- 
мая равна и иарахіельпа О г, а следовательно: 


ОйГд ^ а^т = ои. 


Таким образом, индексы символа ребра От могут быть 
выражены: 

Гу = — /; п = — г и п #, 

где €у: с^: — отношедие единичных отрезков по кри¬ 

сталлографический осям, а і — некоторый козффициевт 
пропорциональности. Определяя из этих выражений Оа^, 
Ощ и 0 %, находим: 


Ооу = ГуСук; Оа^ = г^с^к; Оа^ = (3) 




г 
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В Бвду подобия греугольнпБОБ Оа^а^ п Оа[(і^ находим: 
Оа^ _ Оа^ Точно также, из подобия треугольников Оа^а^ 

ІТз этих выражений получаете: 


ОаХ 

Ь , г ^ 

имеезі: 

о а І/а^ 


Оа 


а 


Оа. = 


Оа, ’ Оа'і 


0«д 


^ Оа. ■ Оаі 
Оа^ =- ^- 


Оа^ 


(і) 


Так как, по построению, шши и Ох^ параллельны, 
то треуіолгіЕики и ща^а^ подобны. Точно также Л0“ 

добны треу голышки Оа^а^ и Из подобия этих тре¬ 

угольников получаем: 

Оа^ 0^1 ^ Оа^ _ 0 ( 1 ,^ 

^4 ^7 ^7 ^'4 ^'7 ^5 

Представив эти отнопіепня в виде; 


0% * ^ Ой&і ■ 0 (ц ^ 0% ■ а^щ 


и заметив, что 

= Оа^ — Оа^, а = 0% — Ощ 
и, кроне того, тю нос^оению = Оа^, находим: 

Ощ) = Оа^ ^ Оа^ ( 5 ) 

Оа^(Оа^ — Ощ) = Оа^ ■ Оо^, (6) 

Приняв в уравиеинях (5) к (6) за деизвестпые Ощ и Оа^ и 
подставив вместо Оа^ и Оа^ соо'тветсчч^уюпще нм величины 
из выражения (4), получаем: 


0^1 * Оа{ Оа^ ’ Оа^ — Оа.^ ■ Оа^ 
Оа^ Ощ ■ Оаі — Оа^ ■ Оа^ 
Ощ - Оа[ Оа^ ^ Оа[ — Оа^ ■ О а^ 
Оа'^ 0^3 - Оа(— Оа^ ^ Оа^ 


(7) 

Г8) 


Подставив в отих уравнениях вагеето О а,, Оа^ и Оа^ их 
значения из выражеішй (1), вместо Оа'^, Оа^ и Оа^ их 
значения из выражений (2) и, наконец, вместо Оя, и Оа^ 
их значения из равенств (В), а также, произведя соответствен¬ 
ные сокращения, получаем: 

у = г . Р»РІ—Уі Р і 

1 кРі ■ Рірі—ріРІ ’ ^ “ кр^ УіУз—УаУІ 
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и па осыованив равенства (4): 



из толг.ко что найденных внрапіений получаел: 


‘>‘і = ІРзР2-Р-2іО і 
= (РяРІ - РіР'ъ) і 
^3 “ О'гРі РіРі) ^ 


(9) 

( 10 ) 

( 11 ) 


В:?ЛБ отношение этих арех вілражешій, получаем: 

:Га:= (р^ -Рір'^) : {р^ г\ -{РіР'ъ)-Рір'і-Р,р'^) (12) 
т. е, отнопіепие будет равно отЕОшению мііяоров 

детерминанта і і і 


ліпп ра:зложеппого по 
первой строке* 



Для такого ра:ііожения, мы можем употребитіз простой приеъг. 
ГІаппшем два ра:т РіР^р^ ^ поместив под индексами 

символа первой грани сооіиетственньсе индексы сндівола вто¬ 
рой грани* Отделим первый н последний столбец; и пере^ііно- 
ишйі находяищеся между отделеиныэш столбцами величины 
наискось сверху вниз, после чего сделаем вычиташ^е прои:^ 
ведений, соедииепных ііерекреіцпваюіцн^шся линиями* 


Рі : р2 7^гРіРй ^Рз 


X X 1 , 

Р\ РІРІРіРуІРь 


Рй\~р^Ръ'^ РьР[ ” ад; 7\Р2 -РІР^ 



Умножив выра/кения (9) на выражение (10) па 2 Ц и вы¬ 
ражение (11) па |>з, по*т}"чим : 


г,;>1 = ІРіРір '2 - Рір2рз) * 
г^Рі = ІРіР&Р'і —РіР^Р'ъ) і 
ГзЛ = (р2ІЫК-РіРаРд 
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Слошіш эти выражения, находим 

>\Рі 4- + ^0. (13) 

Уравпепие (13) дает соотношение, суп^ествтещее между ин¬ 
дексами символа грани и сп^мвола ребра, находящегося в 
этой граож. Это — общее уі)авпеиие, устапавжБаіоіцее 
СБЯЭь мезкду символом ребра и грани, ігроходянріх через на¬ 
чало криста.оо[фафических осей — точку О. 

Имея два таких уравнелия, всегда возможно: 1) по сим- 
вола^г двух граней определитв сіпівол ребра их пересечения 
и 2) по еимволаэЕ двух ребер найти сиэівол грани, опреде¬ 
ляемой этизіи ребрами. 

Так как нами только что было сделано определеше сігм- 
иола ребра пересечеилл двух граней по их сіоіволам, при¬ 
чем ті приіиж к выражению (12), то в выражениях (9), (10) 
и (11) должно заключаться и второе уравнение, аналогичное 
(13), Н самом деле, умножив (9) на р[, (10) па и (11) 
ші р^^ получаем: 

^ 1 ?^! = (РІРьРІ - Р'іРіРя) * 

»'еК = (р'іРяР'і - РяРіРз) і 
ѢРз = ІРъР-Л —РяРа^і) ^ 

Слоікив эти Быраа;ег[ия, находим: = О, 

а это и есть уравтгегте, аналогичное уравнению (13). 

ІІриішлая во внимание, что каждая возмоиіиая гранію крл- 
стахтического комплекса есть одна из плоских сі^ок про- 
страистаенной ііеіііетки, зн.і можем также определить выра¬ 
жение (13), как уравнение для плоской сетжи и находяще¬ 
гося Б ней ребра, ирнчеді и сечка и ребро проходят через 
начало криста.ілогі}а<Ініческих осей. 

Возьмем некоторую плоскую сетку сішво.іа про¬ 

ходящую через начало кристаллографических осей. Есж 
числовые координаты некоторой гомологической точки, нахо¬ 
дящейся в данной плоской сетке, будут г^, г^, то, вообще 
говоря, для такой сетки мы выведвхМ уравнеше 

= О- 
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Всякая плоская сетка, параллельная дайной сетке символа 
(РіРіРз) ^ не проходящая через начало кристаоографи- 
ческих осей, будет характеризоваться уравпепием: 

^>1^1 +ѴЛ +Р$К= С!, 

где ^> 1 , — индексы символа данной плоской сеікя, 

а г', Гз — числовые координаты некоторой гомологической 
точки, лежаи!;ей в построенной нами сетке, параллельной 
дапЕОй* Так как р. 2 і ^ цеше числа, то и С 

должно быть еекоторыйс целым числом, Рассмаіриваіг рлд 
положительных и отрицательных целых чисел, діы видим, что 
паимемыішм, по абсолютной величине, целым число:^[ будет 
нуль; следуюи^ее за пизі целое число — единица и т, д. 

Таким образом, мм эіожем закліочиті,, что две плоские 
сетки, смежные с сеткой, харакгеризуіои;ейся уравнение^г 
^ будут такие сечки, которые харак¬ 
теризуются уравнешіями : 

рУ, +Р 2 К +Рз< = + 1 и 

РіК +р2< + РьК'-- 


6. ИЗОТРОПНЫЙ КРИСТАЛЛИЧЕСКИЙ КОМПЛЕКС. 

Мы называем и юті)опнш[ кристал.ішческилі комплексом ча- 
кой, Б которозг плоскость, нерпевдикуллриая к каксвгу угодно 
ВОЗМОВСПО.МУ ребру, будет параллельна возможной граіаі. При 
этом условии, все пояса изотропного комплекса должны быч’ь 
изотропными. 

в самом деле, взяв любую грань данного пояса, мы зіол:езі 
найти перпендикулярное к пей ребро, которое будет, в то 
же врелія, перпендикулярно пекоторо^иу возможному ребру, 
лежащему в данной грани и параллельдозіу оси данного 
пояса. Это последнее ребро, вместе с найденным перленди- 
кулярным к данной грани ребром, будет определять неко¬ 
торую возможную грань, перпендикулярную данной и при- 
надлежаи^ую тому же самому поясу граней. 

Из ретикулярной теории строения кристахотческого ве¬ 
щества е логической необходимостью вытекает возможность 
суіцествования двух, совершенно разжчішх, несовместиі[ых 
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друг с другом, типов крпста. 1 лов — кубического и гипо- 
гексагопального. Как кубический, так и гппогексагональнып 
типы имеют соверіиеппо особые, несовместимые друг с дру- 



Рпс. 157. 


ГОМ инотроппие комплексы: 1) кубически-изотропнып (рлс. 157), 
характерп:іуюіциіі крпетал.ш кубической сингогшп п 2) гекса¬ 
гонально-изотропный (рис. 158), представителями которого 
могут служить кристахіы минерала берилла. 
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о7зі 




00 //' 


0/23 


0/10 


Такпзі обра:зом, в при])оде, в царстве кристаллов, пред¬ 
ставлены: исключительно только эти оба изотропных ком¬ 
плекса и, в то же время, они являются типичсскплш пред- 
ставителялш безконечно изменчивых объектов, так как каж- 
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дый природный Еристоі может быть нредетавлея, Бак де- 
форлшрованяый ло онредеденЕОму і^кону кубиіесклн иди 
гексагональный изотропный комплекс. Соответсі'веняо этому^ 
мы іііоже^^ кодстатироБать разделедие всех кристаллов на 
два типа — кубический и гипогексагопальный. 


7. ИЗОТРОПНЫЙ КОІІПЛЕЕС ГЕКСАЭДРІНІЕСКОЙ 
СИИГОИИИ. 


Моліпо легко доказать, что кристаллические комплексы 
гексаэдрической еиягояии изотропны. Возьмем какое-нибудь 
возможное ребро осі (рис. 159) криста^оического комплекса 
гексаэдрической снягопиіі. Пусть символ этого ребра будет 
Ь\ 11 причем о а — 
первая, об — вторая п ос 
— третья криеталлоі’рафи- 
ческие осп. Для кристал¬ 
лических комплексов гек¬ 
саэдрической СИНГОіІИИ 
единичные отрезки но трем 
кристалле гр аф ичс ски м 
осязг, как известно, равпы, 
а оси взаимно иерпенди- 
кулярны. Отложив на со¬ 
ответственных осях отрез¬ 
ки Гі, г 2 и Гд, построим 
оиределяюпщй параллеле¬ 
пипед оа^а^сіа^^ взяв за 
Д. 1 ИПЫ ребер этого пара.!- 
лелепииеда промелсутки 
рядов ло натіравлепиям о а, 
об и 00 , по одному про¬ 
межутку в каждоіі на¬ 
правлении. При таком 
I посі'роемии, в точке й 
должна обязательно, как 
; мы знаем, оказаться одна 
[ из гомологических точек 159 . 
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гексаэдрическоб пространственной решетки. Проведем ряды 
йа,, йа^ и Эти ряды будут перпендику.тярны к соот¬ 
ветственным кристаллографическим осям, а именно: сіа^ _1 о а, 
об и (Іа^ Л_ ос. Восставим из то^ші (I перпендику¬ 
ляры к .тпііии оА ^ плоскостях, определяемых этой линией 
и одной из кристаллографических осей: Аа±.оА^ АЬА.0(1 
и Ас ±. оА. 

Сделав такое построение, по.іу^чим три прямоуго.іьных тре¬ 
угольника оАа^ оАЬ и оАс. В каждом такозі треугольнике, 
как например в треугольнике о о?с, на гипотену:зу ос оп)чцеи 
перпендикуляр Аа^ лз вершины А прямого угла. Так как 
по посіроению Аа^ ос, то па основании теоремы, доказы¬ 
ваемой в элемеитариои геометрии: „Ес.іи в прямоугольном 
треугольнике опустать перпендикуляр из вершины прямого 
угла на гипотенузу, то этот перпендикуляр будет средней 
пропорциональной между отрезками гипотенузы^, будем иметь: 

= оа^ • соу __ 

Так как сіа^ = оа^ = У(оо,)* + (ра^У = Уа оа^ = Гу 
то, подставив эттс величины в только что по.кченлое выра- 
жепие, находим: г 2 - 4 -г 2 

СЯз= (1) 


Точно также из треугольников оАЪ и оАа получаем 


и 


Ь (х^ 


+ 

^2 


(ха^ ““ 




( 2 ) ' 
(3) . 


Каждые два из трех направлений (іа, йЬ и Нс, перпенди- , 
ку.іярных к данному ребру о А кристаллического комплекса, 
вполне опреде.іяют положение плоскости а б с, перпендику¬ 
лярной к оА. Эта плоскость будет возможной гранью кри- ^ 
сталлического комплекса, ес.т только отношение длин от- ' 
резков, отсекаемых ею на кристаллографических осях, будет ^ 
равно отношению целых рациональных чисе.т. 

Отрезки, отсекаемые плоскостью абс на кристахіографи- 
ческих осях, будут, как это видно из чертежа: о а, об и с с. | 
Положим: оа ^ А^\ оЬ = А^ и ос ^ А^. 
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ЗаиетЕМ, что 


оа ^ оа^ + а^а ^ + аа^ 

оЬ = оа^ -Ь ^ + Ьа^ 

ас = оа^ + а^с ^ 


Додетавив в этн равенства вместо ащ, Ьа^ н са^ мх зна¬ 
чения Ез выраженЕй (і), ( 2 ) и ( 8 )^ находиіі: 



Взяв отиовіение выраікеішй (4), (5) и ( 6 ), по.і)'чаем: 


111 


: ^2 : <^8 = у 


(7) 


Ум!! 0 жнв вторую часть равенства (7) на получаем: 

й, : (?з: й* = гдг*: : г^г^. 

Так как ті г^ — целые рациональные .числа, то н 

: йэ: с/з будет, очевидно, равно отношению трех целых 
рацио. іальнмх чисел. В виду этого, плоскость аЬс, перпен¬ 
дикулярная к ребру о будет еозможбой гранью кристалли¬ 
ческого комплекса, причем йр и ^ 3 , будут нронорцио- 
нальпы параметрам этой грани. 

Так как отношение индексов символа грани ір^р^р^) об¬ 
ратно иродорционально отношению параметров той же грани, 
то из выражения (7) мы можем вывести: 



Таким образом, в изотропном комплексе гексаэдрической 
шнгонии символ грани и ребра, к ней перпендикулярного, 
будут одинаковы, причем индексы: этих символов не будут 
отличаться ни по порядку пи по знаку. 
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В. СИМВОЛЫ ГРАНЕЙ ПРОСТЫХ ФОРМ КУБИЧЕСКИ- 
ПЗОТРОІП ЮГО КОМП.ТЕКСА. 

Для обозиачеиня граней л ребер кублчесш-лзотролпого 
к().мплекса силволамп, мы прлиіьлаем за кристалле грікііичес- 
кле осл ^ коміілексиалг.ігоіі сп^л^[е'ірил, причем единичные 
отрезки но этим осям, в виду равенства всех четверШііх осей, 
дол:кш.г быть также равны друг другу* 

Мы діожеді рассй[аті)нвать выражетіе (РіР^р^), как символ 
некоторой возмоясиой грани коліпледгса, если только 
и — целые рациона*тыіыс числа* Эти числа могут быть 
и ііолол;ител[>ііымп и отрицательными, а их порядок зависит 
Ч’олько от того, но какой из равных кристаллограДиіческих 
осей данная граиіэ отсекает соо'гветствуюіціні отрезок. Знак 
хминус, в сизтоле гратгіі, мы буде^[ ставтч, над ипдексОлМ, к 
которому этот знак отыосится, знак же + мы совертенно не 
ставим. 

Положим, нам дана грань, отсекающая иа каждой из ірех 
кристаллограДнЕческих осей одинаковое количество единич¬ 
ных отрезков. Символ такой грани бу нДет (111), причем, если 
імы возьмем все возлюжпые грани, удовлечворіЕіовіие постав- 
ленно^му условию, то легко убедимся, что таких граней бу¬ 
дет всего 8* Их СИ.МЕОЛЫ будут следуіоіцие: 

I (111) (111) (111) (ІіГ) 

П (111) (ГГі) (ГіГ) (111) 

Как .МН види>г, все эти еи^гволы будут отличатьел друг от 
друга только знаками, доставлсішы^ш над теми иігдексамп, к 
которым ОЛИ относятся. Рассматривая написанные в двух 
строках еимБОЛМ, мы видим, что символы I с/гроки представ¬ 
ляют собою иеиараллелглпіс друг другу грани, а каждыіі 
сиіівол II строки обозначает грань, ларал.ісльнуіо той грани 
первой строки, под символом которой он помещен. Таким 
образом, символы двух параллельных граней будут ид[сть те 
же индексы, расположениые в то-м же порядке, по изіеюідие 
ирязш иротивополождые знаки. 

Мы видим, кро^ме того, что индексы символов I строки 
іыи совертенно пе будут иметь минусов или будут иметь 







Сішволы грушей проемах форл кубіічеокп-ііііотропиого комплекса 33 


ТОЛЬКО ОДИН минус. Ясно, что таких Бозліолшостей, при трех 
индексах в сшіволе, тжт быть только четыре, наоборот, 
индексы сизшолОБ іі строки или совершенно не будут ітмеіъ 
плюсов, т. е. все тря будут отрицаталыіызіи, как у первого 
символа II сароки, или будут иметь только по однодіу иоло- 
жителг.поз[у индексу, как второй, третий и четвертуй сим¬ 
волы И строки* Таких воздЕОЖиостей будет аюніе только 4, 
Таким образом, в нашем с-іу’чае іім псчерпшли все воздшж- 
ные способы иззіенения знаков индексов силшола и пол у чини 
всего ^ символов. В слу^чае кубически-изот|}ояного кошілекса, 
эти все символы будут обозначать грани одной и той ліе 
простой формы, а именно октаэдра* 

Таким образом, в прпведепном примере количество возмо;к- 
ных иззіенсний символа, путем изменения знаков его индексов, 
соответстаует количсстау граней в простой фор.ме, отмечаедшй 
этим символом. Для обозначения всех граней простойл()ормы 
мы прииизіаем тот символ одной из ее грапей, в котором 
имеется наименьшее число от|)яя;ательных иидекеов и ставим 
его в фигурные скобки. Таким образом, систол октаэдра, 
как простой формы, будет {ш}. Есм сюшол формы бу¬ 
дет состоять из различных индексов, то для его получешія 
зіь[ будем, по воздіоліности, брать символ той грани, для ко¬ 
торой будет иметь место нсравеястео: > Р 2 ^ 

Мы знаем, что грани куба перпендикулярны к Если 
В 7^^ будут крнсталлогра^ініческпми осями, как это и ііригги- 
мас'гся Д.ТЯ куб и че ски-изотропно го кодтлекса, то грани куба 
будут нериендикуляриы к кристамТЛОграгрЕиіеским осям, Возь- 
мезг грань куба, перпендикулярную к пе])БОЙ кристахюгра- 
фической оси. Эта грань будет параллельна второй и 'гретьей 
крисзнллограі()ическшм осяді, так как плоскость, проходящая 
через эти последние оси, перпендикуляриа первой кри- 
ста.оограі}іическои оси. О'грезкн, которые отсекает взятая 
грань куба па криста.ілограі|шческих осях, будут: по первой 
оси некоторый О'фезок п, а по второ іі и третьей оо. Та¬ 
ким образом, символ грани куба, перпендикулярной к первой 
кристаоографйческой оси, будет (ЮО). Точно также, сим¬ 
волы граней куба, нерпеидикуллримх к по.зо.жительныч кон¬ 
цам второй и третьей криста^тлографических осей, будут (010) 

14: КРИ СТАЛ ЛОГ РАФ И Я 3 
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Я (001)1 Если мы еще сюда прибавим фи і^рани иуба, пер¬ 
пендикулярные к о'і'рн дательным концам ірнсталлографичее- 
ких осей, го получим всего шесть символов: 

1 ( 100 ) ( 010 ) ( 001 ) 

II (ГОО) (010) (ооГ) 

Символ куба будет, следовательно, {100}» Три символа 
первой строки представляют собою все возможные переста¬ 
новки из единицы с двузія нулязш* Символы 11 строки 
дают грани, параллельные гранязі, символы кот'орых поме¬ 
щены в 1 строке* Б этозЕ случае, как ото вполне очевидно, 
зіеняя знак индекса си&івола и оставляя тот же поря¬ 
док индексов, мы зіолсезі получить всего только один новый 
СИ31ВОЛ, так как в каждові сизіволе нзіеетаг только один ин¬ 
декс, знак которого мы можезі псрезгенить, а именно еди¬ 
ница* ЕсѵЛи бы у нас было в сизіволе два индекса, которые 
могли бы изіеть различные знаки, то мы изіе.ли бы следую¬ 
щие воззшжноети: 

Сг;,Рі,0), (ріРіО), н (^>1^20), 

т. е. Б0лучи.та бы всего четыре раздачных символа из оддо- 
го, сохраняя порядок индексов, но меняя знаки. 

Ромбичес-кий додекаодр имеет символ {НО}. Число пере¬ 
становок, которые мы можем сделать из двух единиц и од¬ 
ного лу-ія, будет 3, а именно: 

( 110 ); ( 101 ); ( 011 ). 

Перемена знаков в, каждом из таких симво.іов дает уве¬ 
личение их ко.іичества в 4 раза. Таким образом, мы лолу- 


чаем всего 13 возможных символов, а 

имепло: 

(110) 

(ПО) 

(110) 

(110), 

(101) 

(101) 

(І01) 

(іоГ) 

(011) 

(оіі) 

(ОН) 

(011) 


Д. 1 Я индексов символа (р^р^О) мы будем иметь всего 6 
возможных перестановок, а нмеппо: 

(РіРцО), (р^Ор^), (ОріР^), (РіРМ (ргОрі), (ОРіРі). 





Символы граней простых форм кубически* изотропного комплекса 35 


Из каждого такого сизівола мы можем образовать еще три 
новых, путем перемены знаков. Таким образом, получаем все¬ 
го 18 новых символов, а с основными, имеющими только по- 
лоисительные знаки, получаем общее число в 24 сизівола. 
Простые формы, отмечающиеся такими символаші, будут иметь 
в кубическн-изо'гропно.м комплексе таюке 24 грани — это 
будут пирамидальные гексаэдры. 

Ес.іи мы возьмезі символ, состояпщй из двух одинаковых 
индексов, и не содержащий нулей, а именно: [РіРіЩ], то 
мы можем составить всего іри основных символа: 

(РіРіРі) и (і>іР,Рі). 

При перемене знаков индексов, количество сизіволов в этом 
случае, кіік мы уже видели при рассмотрении символов гра¬ 
ней октаэдра, увеличится в 8 раз. Таким образом, мы будем 
иметь всего 24 симво.ш и тасло граней в простой форме 
будет также 24. Простые формы для этого случая, в куби- 
чески-изотроппом козшлексе, будут: 

1) Пирамидальный октаэдр, если и 

2) Триоктаэдр, если р^ > р^- 

Рассмотрим также последний случай, когда все три ин¬ 
декса символа будут различны и не будут равны нулю. В этом 
случае сизівол формы имеет’ вид [РхР^Рч]- таком усло¬ 
вии количество возможных перестановок будет 6, а перемена 
знаков увеличит общее количество выведенных символов в 
8 раз. Получается простая форма, состояпщя из 48 граней, 
а именно дитриоктаэдр. 

Сизіволы граней дитриоктаэдра будут следующие: 

[РіРзРз ) (РіРзРі)і Р\ РіРз ) ІРу Рі Рі) ІРі РіРз){ Рі РзРъ){ Ѵ\ РзРі)і Рі Рі Ръ ) 
<^РіРіРз} (Рі РіРз)ІРіРіРг)(Рі РіРз) (РіРіРз)(Рі Рі Рз) (РіРіРз)(Рі РіРз) 
(РіРіРз ) ( Рі РіРз)( РіРіРз ) (РіРі Рз)(Рі РіРз) (РіРі Рз) (РіРі Рз) (Рз РіРз) 
(РзРіРі )(пр^р^)( РіРзРі) (Рі Рз Рі)(Рі РзРі )(РзРзРі) (РіРі Рз)(Рі РзРі) 
<РзРіРі)(РгРіРз)(РзРіРз) (РзРі Рз) (РзРіРі) (РзРіРз){РзРі Рз) ІРзРіРз) 
<РзРзРі)(РзРзРі)(РзРзРі) (РзРзРі) (РзРіРі) (РзРзРі)(РзРзРі) (РзРіРі) 

Такизі образом, мы видим, что количество граней, в про¬ 
стой (|)орме К7бически-изоа’ропного козіплекса, будет одина- 

3* 
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іщщо С ЕО.іичествозі пзмеиеппй, ііотсірые Еозаіожгіо проииЕести 
для символа даЕііОй формы путем перемены знаков индек¬ 
сов и пх порядка, 

С точки арепиі[ ретикуллрпогі теории строе]шл, каждая 
грань простой ()н)рліы будет предсгіавлять собою плоскую сету, 
причем о'га сетка всех граней одной и той же простой 
форліы характеризуеі'ся одинаковым располоікепием гозшло- 
гическйх точек и одипаковым алеме тарным ііаріпілелограм- 
:чом* В то же время, символі,г граней простой формы всегда, 
как мы видиз[, будут различатііСл только иорлдкойт и знакаи 
индексов, причсйс абсолютные ве^тичины индексов д,чл всех 
СИІЕВОЛОВ будут одипаковы. 

Из всего только что из^чоженпого, мы зшжойі Бывеета об- 
]цее правило нахождениіі количестъа граней в простой 
общей і|к>рэіе дгп’рноктагідрического вида сизімет|)ии гекса- 
])дрической сингоппи по символу данной грани отоЙ фоі)мы. 

Определяем число лересіаповок, которые віолшо составить из 
трех индексов данного символа. Полученное число умножасді 
на 8 = 2^, если ни один из индексов символа пе равен нулю, 
и получаезі количество граней в простой общей ()юрз[е дан¬ 
ного сизтола. Если один из индексов — нуль, то число пай” 
денных перестановок узшолжш па если же, наконец, 

два индекса — пу.ти, узіпожаезі пайдеіЕное ^шело на 2-=2Ч 

9. ГЕКеЛГОНАЛЬНЫЙ ИЗОТРОПНЫЙ КОМПЛЕКС. 

Кроз[е изотропного комплекса гексаэдрической сипгонип 
сущестаует еіи^е изоті)оішііТй козіплекс гексагональной гппо- 
снпгонии. Этот комплекс характеризуется ялемептарішзі па- 
раллелеиииедозі просчраистветюй реіпеткн, имсюгцизі вид 
козі бинации ромбической ириззгы и пииакоида, причезі грані> 
пинакоида имеет вид ромба с углазш в 60*^ и 120^ Нее ре¬ 
бра такой комбииациіг равны зіежду собой, причем траки 
ромбической приззгы пердеидикуллріш граням ішнакоида. 

Б основе строения кі)исталлов, обладаюпрх іакой про- 
страпственпой реіиеткоіт, лежит тетраиараллелоэдр, представ¬ 
ляющий собою комбинацию гексагоиалілоп тіриззш и пина- 
коида. ііы можезі очень легко оіі|)еде.івть отноіиеиил меліду 
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д.іинамж ребер, образугодщх стороны граней гексагональной 
приззш, из рассмотрения пространственной решетки указап- 
иого вида. Положим (рисл 60), плоскость чертежа представ¬ 
ляет собою плоскую 
сетку пространствен¬ 
ной: решетки да 
грани пннакоида изо¬ 
тропного козшлекса 
гексагона*іьной гішо- 
сингоіши, причем, на 
чертеже, тотеами а 
отмечены цептры 
параллелоодров, се¬ 
чение которых плос¬ 
кой сеткой изобра¬ 
жено в виде пі)авилі>- 
ных шестиугольни¬ 
ков, Б простраи- Вис. изо. 

ственной решетке 
гексагоначТьного изотропного комплекса расстояние между 
точкой плоской сетки, изображенной на чертеиш, и точ¬ 
кой а[ нараллельпой ей ближайшей плоской сечки, лежа- 
]цей выше плоекостл чертенка по панравлению перпеп- 
дикуляркому плоскости чертежа, будет: а^а\ = = (цщ. 

Так как треугольник будет правильным, то, при¬ 

няв ^^«3 = 1 и замечив, что = /ізад = и ііа^к — 30^ 
определяем из прямоугольного чреугольпика а^Ы: 

Ы ^ ^ і ‘ ^ ■ 

Так как т1^2кІ, то мы имеем: 



ті 


|/з ^ 1 
^ ” уз 


Мы приняли высоту парачілелоэдра равной 1 , а пото:чу от¬ 
ношение длин неравных сторон четыреугольной грани гекса¬ 
гональной призмы Б иара,ілелоэдре изотропного комплекса 
гексагональной сипгоіши будет выражаться таким образом: 
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Теперь доЕажеііі, что крпсталлнчеекий ЕОЗЕплеііс^ в основе 
строения которого лежпт такой те^ірапараллелоэдр, будет пзо- 
іропншс Для і’акого доказательстаа необходимо только убс^ 
дііться, что для каждого вовдгожиого ребра в тако-’\і комплексе 
судесіъует возможная лерпендикулярная грань. Положим 
(рнаі59), 0(1, ОЬ Ос ~ 'і])!! к|>исталлог]>а(|шческне оси, 
причем ЦОа: ОЬ) = Ш^,^ Ос — перпендикулярна плоскости 
первой и второй кристахюграфвческой оси. Пусть единич¬ 
ные отрезки, по всем ірем осязі, равны меікду собой. Возь-* 
эЕем какое-нибудь ребро 0^ символа и провед еіч че¬ 

рез некоторую точку 4 этого ребра плоскости, параллсльіше 
плоскостям кристаллогра(І)ических осей. В результате тако¬ 
го построения получим параллелепипед ребра 

которого будут нропордионжзьны индексалг символа данного 
ребра, а именно : Оа^=^ к8у^ \ Оа^ = и 0% = Про¬ 
ведем через 0(1 и кавдую крис/га.оо]рафическую ось нлос- 
кость. Эти плоскости пересекутся с передней, одной из бо¬ 
ковых и верхней гранями пара-^ілелепинеда по прямым 
йа^ и Эамечтім, что ОсХаОЬ но условию, а следова¬ 
тельно и X О с, как линия, лежаліая в плоскости, нерпеи- 
дикулярпои направлению Ос. Проведем через точку ё ребра 
[^ 1 ^ 3 %] шоскостъ аЬс, иерпендикулярную данному ребру Оё, 
Эта плоскость пересечется с тремя построенными плоскостя¬ 
ми по линиЛіМ ёа, ёЪ и ёс, нрпчем, в виду лерпендпкуляр- 
ности плоскости аЬс ^ ребру Оё, :яы будем изіеть: 


ёс ± Оё] ёЪ ± Оё и ёа _1 0(1 
Приігамая во внимание, что 


Оа,^ = У{Ощ)^ + (0%)®— 2 (ОаО ■ (0%)со8 120\ 


находтг: 


а!ад = ^Ѵ^+ 5/ + «і‘Ѵ 


Кроме 

Ойс\ 


мы имеем из прямоугольного треугольника 


(ЙЯд)* - ОЛд'Сйд. 


ТОГО, 







Генсаго!!альиы& изотроіівыі козішекс 


ЗУ 


Заменив н Оа^ только тто найденными их выраже- 
ниазш через индексы символа ребра по*ш}^ 1 аем: 


са. ^ 


Откуда, приняв во внимание, что Ос = оа^ + са^, находим: 

Ос = + ^г ^8 , ^ ^ 


Из прямоугольного треугольника Оа^А лол>^чаем: 

Ой = У{сІа^) ® + (Оа^)^ ^ й ’ Уві + + 4 + 

Из прямоугольного треугольника имеем: 


й Яд = а + (Яд 04 )*= У(Оа^)^ + (Ощ) * = і Т/б® + 5|. 

Точно также, из прямоугольного треугольника полу¬ 

чаем : й а, = А;]/ 8| -|- з|. Приняв ійОЬ. = а, находазі из тре¬ 
угольника Оа^А: 

ео8 а = + , 


Из г[ряз[оуголі.ного треугольника ОАЪ имеем: 

ОЬ= ---= ^ + »з + »1 , 

СОШ ОС 8^ -\- 


Совертенпо аналогично получаем: 

Оя = ®М±іі±!ЦіЛ^. 

8, + 2в^ 


( 2 ) 

(Ю 


Мы ыоікем рассматривать отрезки Оа, ОЪ и Ос, отсека¬ 
емые плоскостью аЬс, как величины, пропорпдолалілые па¬ 
раметрам этой плоскости. Как мы знаем, для того, чтобы 
данная плоскость аЬс была возможной гранью кристалли¬ 
ческого комплекса, необходимо, чтобы эти отрезки, согласно 
закону Гагой, относились друг к другу, как целые рациональ¬ 
ные числа. Взяв отЕОиіение выражений ( 1 ), (2) и (3) получаем: 


Оа: ОЪ: Ос 


1 . 1 .1 

»* Н-2«і '« 1+^4 'Зв, ’ 
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О'ітсуда, умнОіКая вторую часть равенства на 


2 (^2 “1“ ^ ^і) (^1 ^ 

полл’чаем: 


о а : Об : Ос = 2 ( 8 , -ь 2 52 ) «3 :2 (.Ч’г + 2 8 ,) 83 * ; (з^ + 28і) ( 8 , + 2 82 ) 

Это последнее выраженпе представляет собою, уже не¬ 
сомненно, отаоиіенле трех целых і)ационалыіых чисел. В ви¬ 
ду отого, отрезки Оа, ОЬ и Ос могут быть рассматриваемы, 
как величины, пронорднональпые нараме'іралі некотороіі воз- 
зіожной грани, символа причем мы можем соста¬ 

вить следующие выражения: Оа=—; ОЬ = - и = 

Р\ Ра Рз 

где п — некоторый коз())(|)пциепт пропорционалыіости. Та¬ 
ким образом, получаем: 


Оа\ОЬ: Ос 


откуда 
и обратно: 


5, -I- + 28/ 2 83 • Рз * Рз ’ 

Рі • 14 • Рз + ^ 2 ) • (2 5^ + б*і) : 2 5з (4) 

,: ^2: = 2(2рі -р/: 2(2р2 - р ^): Зрз (5) 


Эти выражения дают связь между индексами символа 
грани и пеі)пендикуллрного к ней ребра в изотропном ком¬ 
плексе гексагональной гиіюсингонии, если мы будем опре¬ 
делять символы, взяв три указанные выше кристаллографи¬ 
ческие оси. 

Р>лп нам даны индексы симво.іа ребра то мы мо¬ 

жем опреде.тпть символ перпендикулярной к нему грани, 
пользуясь выражением (4). На основании выражения (5) мы 
можем пайти символ ребра, перпендикулярного к грани 
(РіРзРз). Таким обі)азом, если мы возьмем грань символа 
(іи), то перпендикулярное к пей возможное ребро будет 
иметь символ [223], и наоборот, для ірани (:^32) найдем пер¬ 
пендикулярное ребро [111]. 1\ак мы видим, при такой си¬ 
стеме обозначений граней и ребер, символы данной грани 
и перпендикулярного к ]ней ребра будут раз.іичныші. 
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10. СИМВОЛЫ ГРАНЕЙ И РЕБЕР Б ГЕКСАГОНАЛЬНО^ 
ИЗОТРОПНОМ КОМПЛЕКСЕ. 

При оііределепБл символов эле^іентов кристахіического 
ііногогратішка імы :\южем взять за основу: иш определение 
символа ребра и в зависидіости от такого определения до- 
ставіи’Гі нахожденпо си^іівола граіш, плн наоборот, считать 
символ грани, как основу д.тя определения значения сизівола 
ребра. Другнліі[ слова:\ін, мо;кем заранее определит!» зна¬ 
чение сідмвола грани, так сказать, определить его реальный 
смі>ісл н устаттоЕить затем некоторую связь между символозі 
грани н символом ребра, имеюиіего определенное положение 
относительно грани данного символа. 

Для получеішя символа данной грани гексагопально-изо- 
тролкого ко-мплскса зіы взяли определенные крисіа. 00 - 
граг]н!ческле оси и ііі>нпяли на них равные единичные от¬ 
резки. Припав эти оси, как данные для определения символа 
грани, ъш можем сказаті», что грань, отсекающая на пер¬ 
вой кристаллографической оси отрезок, равный а единицам, 
на второй Ь единицаді н на третьей с еднішцам, будет 

иметь символ: ^ ^ ‘ Если мы поставим 

определентюе условие для значения символа ребра, перпен¬ 
дикулярного данной грани, то мы діоже>[ получить совертенно 
определенный символ такого ребра, вне зависи.мосч'и от ре¬ 
ального значения такого сі!.іівола. Призіем как условие, 
чтобы сн]чвол грани и пе|)петіднкулярного к ней ребра 
в гексагоналі»но-изотроішом ко.мплексе были бы одинаковы. 
Ііак ]^[ы видели в предыдуіцеэі нарагра^ре, для гексагонально- 
изоіроішого комплекса, символ грани (РіР^РІ) и нернеп- 
днкуля[)ного к ней ребра найденные по изложен- 

}{ому в Й ^ способу, не удовлеч’ворлют такому уеловртю, так 
как + 8^ : 8^ : 3^. В виду этого, 5^ и 9^ уже 

не будут индексами символа ребра, а так называемыми суб¬ 
индексами этого символа. Для символа ребра полу¬ 

ченного при соблюдении поставленного нами условия, мы 
получаем те же соотношенпя і^Еежду сизіволом грани и сизі- 
волом перпендикулярного к ней ребра, которые были выве- 
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дены для кубически-изотропного комплекса, а именно: 

= ( 6 ) 
Для соблюдения такого условия нам необходимо измените 
СИМВОЛ ребра, перпендик}мярного данной грани, а вследствие 
такого изменения, уже не будет удовлетворяться уравнение: 

+^ 2^2 + ѴѣЧ = выведенное как соотноіпеіше между 
индексами сиэівола грани и индексами символа одного из 
ребер, находящегося в этой грани. Вместо этого уравнения 
мы будем иметь соотношение, выражающееся уравнением: 
2^1 ^ О, так как теперь роль индексов символа 

ребра будут играть субиндексы того л;е символа. 

Для того, чтобы получить уравненпя, выражающие связь 
мелѵду ІѴхР^Рѣ) ” К^ 2 ^з]’ доллніы будем воспользоваться 
равенствами (4) § 9 и ( 6 ), из которых пол}^аем: 

>* 1 : >*2 • ^*8 ~ (2 6 ’^ ^ 2 ): (2 ^2 4” 5^): 2 53 (7) 

Из этого последнего выралісння находим: 

5, : 52 : = 2(2г, - г^); 2(2 -г^):Ъг^ (7') 

При вышеизложенных рассуждениях, ъш приняли угол меж¬ 
ду положительными концами горизонтальных кі)иста,ілогра- 
фических осей в 60®. Но мы могли бы принять угол между 
положительными концами тех лее осей за 120 ®, т. е. просто 
переменить положительное значение конца одной оси на 
отрицательное и обратно. При такой перемене знаков од¬ 
ной из горизонтіиілшх осей, мы по.іучим д.ія уравнений ( 7 ; 
и (7') следующие значения: 

:«"г: ^•з = ( 2*1 -«з) = ( 2*2 - «і) : 25з (7і) 

5,:52:5з = 2(2г,+Г 2):2(»-, + ггзІіЗг, (7І) 

ІІодставив соответственіиле величины из выражепия (7') в 
уравнение: р. 5 . + і)з^з = О, 

находим: Рі{іг^ — 2г^+ (4 »2 -Ь 2 г, ) + ^> 3 З»-, = О 

или 4 /)^Г 1 — 2 г, Рг + 4/>2 ^2 — 2р, >-2 + ЗрзГз ■=■ О 
или, наконец: 

ЧРі^і +Рг» 2 )- 2 (р ,»-2 +Р 2 >і) + '^Рі'^і = О. 


( 8 ) 









Символа Граней и ребер в гексагопально-изот]]опном комплексе 43 


Это будет уравпение, устанавллваюідее связь зіежду сим¬ 
волом грани и сизшолом ребра, лежащего в этой грани, при 
собтодеіши условия равнозначности снзтолов грани и пер- 
пендккулярного б ней ребра в гекеагонально-нзотротшоаі еозс- 
нлексе. При сущеслтіовании такого условия, числа 5 назы¬ 
ваются субиндексааіи а г индексаціи символа ребра. Точно 
также мы моясем получить субиндексы і и нн,гі.ексы р сим¬ 
вола грани. Для определения связи мелгду субиндексазш и 
индексами символа грани. возі>мем два уравнешія, связыва¬ 
ющие индексы г и / символов двух ребер с индексами р 
символа грани, проходліцеіі: через зти два ребра. Эти урав¬ 
нения будут: 

^РаП + + ^Р2 ^і — ^Рі ^2 - = О (9) 

и ■ 3?'о’'о + + ^Р2Г2 — 2Гі ^2 - “ О (10) 

Выражения (9) и (10) вполне аналогичны уравнению (8), 
причеі[ только изменена цифра при индексах Гд, т. е. отж 
индексы представлены в виде іу 

Умножив уравнение (9) на »*'„ а уравнение (10) на и 
вычтя из зіервого произведения второе, получим: 


Зр. _ П«'г — ГіГ'і 
— г„г{ — г'„г^ 


( 11 ) 


Умножив уравнение (9) на а уравнение (10) на и 
вычтя из первоі’о пронзведення второе, получаем: 


—4 г, 

^Рі~Рз — !Г„г '2 


( 12 ) 


Кроме того, субиндексы і данпой грани символа (Р 0 Р 1 Р 2 ) 
должны удовлетворять уравнениям: 

^0^0 Т ^2^3 = о и ^0^0 "Ь ^1^1 "Ь ^ 

І*еігіая оти уравнепия относительно / в целых рациональных 
чисѵтах, получаем: 



I Заменив в уравнеішях (11) и (12) индексы их значениями 
' ш уравнения (13), находим: 

: /і : ід = Ъра : {^Рі - Зр^): {ір^ “ '^Рі) 


(14) 
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Уравнение (14) дает связі» згеікду индексами символа грани 
и субиндексами символа ребра, находящегося в отой грани. 
Принимал в уравнении (14) за неизвестные получаем: 

Ро = /о (2 ^1 + 4) : (2 4 + 4) ( 1 5) 

Принимая угол между 2-й и З-й крнсталлогра(|)ическііми осями 
равным 120^ получаем: 

= 2 4: (24 - 4): (24 “ 4) (1 5') 

4:4 :4 = Зі’о : 2 ( 2р, -р ,) : 2 (;>, + 2р,) (14') 

Примем в уравнении (7): 

Гі : п: Гз = 1:1:1 

Б таком Счіучае: : 5з = 2 :2 : 3 

Из этого отноіпеішл заключаем, что единичные отрезки по 
кристаллогра(1пічески.м осязі, для по.тучения силівола ребра, 
удовлеіворяющеі о поставленному условию, будут отличаться 
от единичных отрезков по осям, принятых для получения 
парамеіт)Ов грани и вывода ее символа: а іьменно, для полу¬ 
чения символа ребра мы должны взять по первой и второй 
кристаллогра(|яіческим ося]>[ вдвое, а по третьей вті)ое боль¬ 
ший единичный очрезок, сравнительно с единичными отрез¬ 
ками, взятыми нами дія получения символа гі)апн. Таким 
образом, различие в крпсталлоі ра(|шческих осях, дія нахож¬ 
дения символа грани и символа ребра, будет выражаться в 
том, что основной элементарный параллелепипед пространст¬ 
венной решетки гексаі онально-изочропного комплекса будет 
служить основным параллелепипедом только для пол}^чения 
символов і раней. 

Для нахождения символов ребер, мы должны будем принять 
за основной параллелепипед с единичными отрезками по 
кристаллографическим осям некоторый параллелепипед, со¬ 
стоящий из 12 элементарных параллелепипедов решегаи. 
Эти параллелепипеды будут распо.іож‘ены таким образом, что 
всякая плоскость, проведенная перпендикулярно к чретьей 
кристаллографической оси, и пі)ОХодящая через ценчр одного 
из элементарных пара.ілелепипедов, входящих в состав парал¬ 
лелепипеда, основного дія ребер, пересечет всего 4 элемен- 










Стпшолн, употребляезтке длл обозвачеяпл п, т. д. 
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тарных нараллелешшеда, а адоскость, перпетшшулярная пер¬ 
вой или второй кристаллографической оси, и лроиеденнаа 
через центр одного ш 12 эле:чентарнілх параллелепипедов, 
пересечет 3 таких параллелепипеда- 


11 , СИМВО.'ГЫ, УПОТРЕБЛЯЕМЫЕ ДЛЯ ОБОЗНАЧЕНИЯ 
ГРАНЕЙ П РЕБЕР ГтЮГЕЕСАГОИА;іЫІЫХ 
КОМПЛЕКСОВ* 

Мы внде,лн, при исследовании свойств символов граней и 
ребер кубнчески-нзо^гропного комплекса, что всевозможные 
комбипацип ня индексов данного символа будут с,л}^житі. для 
обозначения граней одной и той же простой ([)ормы в высіііе>[ 
виде снмйіетрии гексаэдрической сингонлн. Точно также и 
направления одшгакового значения пол)“чаіот совершенно 
аналогнчіше выражения* Есж бы мы захоте.ш иметь такие 
же свойства п для снмеолов гексагонально-изотропного ко-м- 
плекса, то мы легко убедились бы, что этого достигнуть не¬ 
возможно, приняв какие угодно три кристаллогра^іические 
оси. Однако, возможно получить символы с соверіііенло ана¬ 
логичными свопстваліи, если только принять для вывода этих 
символов не 3, а четыре Еристал.тогра(|^ические оси. 

Б виду ;*того, при обозначении символами элемі-лтов кри¬ 
сталлов гипогекеагонального тина, упо'гребляются четыре 
кі)йсталлогра(]}ические оси, причем три из этих осей лежат в 
одной плоскости* Так как д.ія точного определения поло¬ 
жения какоіі угодно точки в пространстве трех измерений доста¬ 
точно иметь' всего три постоянных направления, то четвертая 
ось является, в суіцности, излпнпіей* Введение этой четвертой 
оси обьясняетея тс.м, что обозтчеит граней н ребер кри- 
ета,ілов гексагональной гипосипгоьти, при по^іоіцн сндтолов 
с тремя индексами, не дает воз5южноети отмстить рсявные 
направления символами, от^тичаюглиашся друг от друга только 
I порядком и злако.м индексов* нолучсния чикой возмож- 
1 ности необходимо ввести четверту^ю вспомогательную} кри- 
I стахіограі|>ическуто ось* Такая система обозначений была 
I впервые предложена в 1820 году СЬг* 3. ѴѴеіэз ом и введена 
I во Есеобіп,ее унотреблешіе в 1851 г* Вгаѵаіа* 
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Для Бриеталлов гексагональной гтілосннгоіши за кристдл- 
лограг|)ичесБііе оси принпмаютсіі: и.ш н три ])авных 

иаправлешіл, лс;каиі,ие в плоскости, перпендикулярной к :>тнм 
осян сюоіетрии и образуюп^ие ііеліду бли;кайі!шмн концааш 
углы в 6О*'* Что касается пор^гдка крис'іаллогра<|цріееких 
осей, то в настоя іцее врезія отот порядок нринизіается пли 
ІЮ пред^толіешію Вгаѵаіа, пли по системе И. Грота, л. іи, на¬ 
конец, по системе ^йсдорова, 

1І0 систезіе Вгаѵаіз, за нолоікительные нанравлеішл пер¬ 
вой, второй и третьей кристаллоі’раіі)ияе(’ких осей нрнші- 
маются концы равных ланравлехіий, образующие -зіелѵду собой 
углы в 120^, лш нринизіается за 4-ую крнсталло- 
графическую ось, причем нололаітелгліызі считается направ- 
леіше снизу вверх от начала осей. 

По Гроту, за положительные направления первой, вч'орой 
и третьей оси принимаются три б^тилгайтие друг к другу 
концы равных направлений, образу юідие мелѵду собой углы 
в 60^, 4-ая кристаллографическая ось совпадает е или 
ТІО «Федорову, за первую ось пртшзіается Ь® и.ти а за 
вторую, т])етьто и четвертую 'гі>и равных направлеішя, пер- 
пендикуллртшх к иж ЬК Иололштелыіые концы 2-й, 
3-й и 4-ой кристаллографических осей образшт меліду (Ю- 
бой углы в 60® В да.ііыіептем излолюнии зш будем, вообще, 
придерагиваться системы Федорова. 

12. СИМВОЛЫ ГРАНЕЙ ГИИОГЕЕСАГОНАЛЬНЫХ 
1«)>ШЛЕКС0Б. 

За сшівол грани кристалла гексагональной гипосиегонпп, 
аналогично с символозг грани кристалла кубического типа, 
.^іы принимаем отпотение четырех чисел, обратно пропорцио¬ 
нальных длинам отрезков по криеталлогра())йчсским осям, 
отсекаемых данной гранью и измеренных в осевых едніш- 
цах. Единичные отрезки по криста.тлогра(|)ическпм осям, в 
криета.кшческих комплексах гексагопальной гшіосин гоішп, 
будут равны друг друіт па всех трех осях, лежащих в 
одной плоскости. Единичный отрезок по оси, периендику- 
лярноп к равньш ліелѵду собой криета^илографическим осям, 
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будет, Бообіце говоря, отстираться от отрезков по равБын 
осям, а потому дж определения символа грани необходиэіо 
знатг>, между прочим, отпошетше единичного отрезка по пер¬ 
вой оси к единичному о^грезку по одной из равных осей. 

Для определения положения плоскости в пространстве со¬ 
вершенно достаточно трех осей координат. В виду этого, вве¬ 
дение четвертой оси вызывает некоторое взаимоотноиіение 
между тремя незавиеимызш друг от друга осями и введенной 
дополнительной осью. Это взаимоотношение моясет быть вы¬ 
ражено определенным образом, в завнснмости от положения 
дополнительной оси отпосителіяш чрех других осей. 

Так как три кристаллографические оси, для криеталлОв ' 
гексагона.^ьной гидосингонии, лежат в одной плоскосш^ер* 
пендику.тяриой к направлению первой оси, то мы 
установить впоже оі[ределенную связь между отрезками,' ой 
секаемыми гранью по этим трем осям, в то время как бЙ 
резок по 4-ой оси остается соверіиенно независимыэі от от¬ 
резков по другим ОСЯМ, 

Положим, первая кристахтограсіжческая ось, совпадаюлсая 
е гексагонального кристажа, перпендикулярна к плос¬ 
кости чертежа (рис. 101), ко¬ 
торая, в то же время, слу¬ 
жит п,поскостью грех кри“ 
стіииографических осей 

0 ^ 2 , Од'з " положительные 
отрезки на этих осііх. Пусть 
МN — линия пересечения л 
некоторой грани кристалла с 
плоскостью чертенка. Отрезки, 
отсекае^Еые этой гранью на 
кристаллографических осях, 

лежаііі;их в плоскости чертежа, будут Од^ = д,, = 

и Одз = дз* Положим: 

і = /3. 

Из треугольника 0^^ имеем; 


■ш 
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2 Йі - 9а ) 2 ?1 — г* 

Яз треуго.іі.ника имеелг: 

Огг. . кіп V <г?. л - йіп 1 п. І/Я 



( 1 ) 



т 


Из равенств (I) и (2) получасл: 


У а д, Уя 


огауда: 


2 9і ~ 9а 2 5, + д, ’ 
— Яі) 


(3) 


Индексы символа грани, соответствующие 2-й, 3-й я 4-й 
кристаллографическим осям, мы можем прсдетавиті. в виде: 


Вставив эти выражения в уравнение (3), находим; 


(4) 


Рз=Рі-Рі- 


Таким образом, между отрезками по трем равным кри¬ 
сталлографическим осязг, в кристаллах гексагональной гиио- 
сингозаии, существует определенная связь, выражаемая урав¬ 
нением (3), а меліду индексами символа ~ связь, выра¬ 
жаемая уравнением (4). 

13. СИМВОЛЫ ГРАНЕЙ ПРОСТЫХ ФОРМ ГЕЕСАТО- 
НАЛЫЮ-ИЗОТРОІ ІНОГО ІѵОМПЛЕКСЛ. 

Посмотрим теперь, какие сизгоолы по.лучают грани данной 
простой формы в комплексах дигекеагона.іьно-диішрамйдаль- 
ного вида симмет^зии гексагональной гипоеингонии и, в част¬ 
ности, в гексагонально-изотропном коаіплексе, еаіи приняты 
четыре кристаллографические оси. ІІииакоид, грани кото¬ 
рого лернендикулярны к X® гексагонал(.но-взоті)опного ком¬ 
плекса, состоит из двух граней и символы этих граней будут 

(1000) и (Гооо). 
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ІІршшмая ВО внимание, что для индексов символов гранен 
і}ЧРіРіІЧ} кристах^гов гипогексагонального типа дохкно су¬ 
ществовать отнопіенне можем всякий сим¬ 
вол грани представить в виде: сумма 

второю и четвертого индексов символа ірани всегда должна 
быть равна ті>еті,ему индексу того же символа. Теперь ул;е 
перестановки индексов символа делаются возможными только 
для индексов и так как всякое изменение абсо¬ 

лютной величины будет давать первый индекс сиіівола 
грани другой фор:иы, в виду того^ что ось представляет 
собою единичное направление* 

Таким образолг, возлгожны только перестановки 24 ^ Ръ 
а для р^ Еоз^гожна только перемена знака. Однако, такие 
лерестановкн трех индексов у;ке Сігмн но себе обуслав^ливагот 
перемену знака д.ііл некоторых индексов* Условимся, чтобы 
третий индекс всегда был положительньнг* При атом условии 
будем шгеть 6 с.т)^чаев, есда все индексы раз.іичны: 


Рі 

(Рі + Р») 

Рз 

(0 

р» 

(Рі +Р*) 

Рі 

(2) 

Рх 

Рз 

(Р1 + р») 

(3) 

р% 

Рі 

(Рі + Рз) 

(і) 

(Рі + Рз) 

Ря 

Рі 

(5) 

(Рі + Ръ) 

Рі 

Рз 

(б) 

Перемеішв знаки во 

всех этих 

С-ту"чаях на обратные, 

ПО- 


лучим еще шесть новых козібинаций индексов* Кроме того, 
перемена знака у />д удвоит общее число случаев и всего 
получится 24 возможных случая* Ес.ш два индекса будут 
одинаковы, т, е* ^ р.^, то кожчество возмолшостей умень- 
тіітся вдвое, т* е. будет равно 12, так как из первых цгеети 
перечис*)іенных боз.можных комбинаірій сделаются равными 
первая и вторая, третья и четвертая, а также пятая и 
шестая* Есж один из индексов будет нуль, то осгальные 
два индекса будут ьенрезіеігао равны друг другу и мы опять 
нолучизі из основных шесіи случаев только 3, а именно: ^рр^^ 
%)р0 и ^0^. 

14! КРИСТ.4Л л о ГРАФ ИЯ 


4 
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Наконец, взяв все три индекса равпыни друг друі’у, 
мы найдем, что эти индексы моіут быть только нулями, 
причем возможны будут всеіо толі>ко две комбинации: (Юоо) 
и (Тооо). 

Для гекаігонально-изотропного комплекса количество воз- 
мояшых комбинаций из индексов символа, указанных выше, 
будет также вполне определять ко.іичество граней в простой 
форме дигексаі онально-дипирашідального вида симзіеті)ии, 
*а именно: 'I 

при = О ^ при 4= О 


Все индексы р^р^р^ 12 комб. 

раз.іичны : дигексагоналыіая 

призма. 


24 комб. 
ди гексагональная 
дипирампда. 


Два индекса из трех 
равны: 


6 комб. 

гексагональная 

призма. 


12 комб. 
гексагональная 
дипирамида 


Один индекс 0; два 
другие равны. 


6 комб. 

гексагональная 

призма. 


12 комб. 
гексагональная 
пиразшда. 




2 комб. 
пинакоид. 


14. СИМВОЛЫ РЕБЕР КОМП.ШѵСОВ ГИПОГЕКСАГО- 
ПАЛЫЮГО ТІША. 

Как уже было указано при рассмочрении свойств гекса- 
гона.іьпо-изотропного комплекса, для определеішя символа 
ребра, под условием равнозначлости этого сішвола с символом 
грани, перпендикулярной данному ребру, необходимо иметь 
определенное отношение между единичными отрезказш по 
вертикальной и одной из горизонтальных осей, например, по 

оси х^, а именно ^ ^ * В этого, отношение единич¬ 

ных отрезков по кристаллографическим осям, д.ія определения 
символов ребер, будет: 

х^ : х^ : х^: х^ ^ 3 а : 2 Ь : 2 Ь : 2Ь, 
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где а : 6 — отношение единичных отрезков по вертикальной: 
и одной из I оризонтальпых осей, принимаемых д*ш нахож- 
денвл еимвоѵіа какой-нибудь грани данного кристаллического 
коііплекса гипоі ексаі'оналііпого типа. 

Сделав такое допущение, мы зіожем рассматривать сиѣівол 
ребра, как обозначение отиоі пепин джп отрезков прямых (век¬ 
торов), по которым необходимо пройти для того, чтобы, исходя 
из начала ЕрЕстаѵМоі'ра(І>ических осей, достиінуть некоторой 
точки данного ребра, при условии постолиноі о движенил парал¬ 
лельно одной из крпсталлоірафических осей. Вообіде говоря, 
для то і'о чтобы иметь возможность дойти до какой-нибудь 
точки пространственной фиі’уры, исходя из данной точки и 
двиі аясь параллельно определенным, заранее даннььн, направ¬ 
лениям, необходимо, в качестве дашплх направлений, нзіеть 
вееі’о три направления, не лежаищх в одной плоскости* 
При этом условии, путь, который необходимо пройти, от ис¬ 
ходной до конечной точки, будет впо.те определенным и 
задача будет иметь одно решение. Если же мы прибавим к 
трезі необходимызЕ даннші паправлениязі еіце одно допол¬ 
нительное, то решение задачи делается неопределенным, так 
как при четырех данных напраБлениях мы можем дойти до 
конечной то^іки раз.іичныаш путяіш, двигаясь все время па¬ 
раллельно данныім направлениям, Таким образо^і, символ ребра, 
при четырех кристаллофафических осях, был бы совершенно 
неопределенным, если бы ът не имели выведенною ранее 
условия для индексов символа, а именно: =р^ ~ Рі* 
суідествоваіши этого условия, задача опять пол^^чает одно 
реіиеііие, так как из всех возможных случаев только один 
будет удовлетворять поставленному условию* 

Мы видели, при рассдготреіши сиііволов с тре^гя индексами, 
что криста.глогра(Ішчсскке оси получают символы [100], [010] 
и [0011* Посмоірнм теперь, какие символы получат кристал¬ 
лографические оси в гексаі овал Епіо -изотропном кристалли¬ 
ческом комплексе. Для определения символов кристаллоіра- 
фических осей, в с^іучае гекса опально-изотропною комплекса^ 
^[Ы эгожем воспользоваться тем условием, что ірапь и пер- 
пендикуллрпое к ней ребро в гекса она.тьно-нзо'гропном ком¬ 
плексе доллінііі иііеть одинаковые символы* 


4* 
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СимволЕіі э.іезгептов кргісга.тлп'іеского мпогогранннка 


ІГоложніг, ПЛОСКОСТЬ чертежа (рис* 162) изображает плос¬ 
кость, проходяпі,ую через вторую, третью н четверпю кри- 


сталлографическле оси — 
и т.. 1 екеагоналыю-пзотр 


оси — 


и , 1 екеагоналыю-пзотроіпіого 
козіплекса, а первая ось пер¬ 
пендикулярная к этой плоскости, 
пересекаетсіі с пей в точке О, 
І1устЕ> і'рань перпендику¬ 

лярная к оси пересешет эту 
ось в точке 



Из чертежа ясно, что аО^а^ О. 
Кродіе того, МН и^[еем: 



Из прямоугольных треугольников 
аа^О п находим: 


Рве. 162 . 


й О = Й 2 О = О ■ &ес 60^ 2 О. 


Б виду этого, символ грани аа^ будет (0211), а, ачедова- 
тельно, и символ осп будет [0211], При помонщ точно 
такого же рассужденпл находим для оси х^ сизшол [0121] 


п для оси — [0112], Ито касается оси Хд^ то ее символ 


будет [ 1000 І 5 так как ірань, перпендикулярная к этой оси, 
будет параллельная п. 1 оскости осей х^х^х^. 


15, СООТНОШЕНИЯ МЕЖДУ СИМВОЛАМИ ГРАНЕЙ И 
РЁБЕР В ЕОМИ,!ІЕЕСАХ ГИИОГЕЕСАГОНАЛЫІОГО 


ТИПА, 


ЕСчТи ]иы иліеем сидівол некотороію ребра си:іівол 

кіікой-нибудь ірани, проходяиі;ей через это ребро (рдРіР^Рз)^ 
то, принимая последовательно за нуль один лз т]>ех ігос.^ед- 
пнх индексов символа грани и соответственннй индекс сим¬ 
вола ребра, мы можем вывести, на основании уравнегшя (8) 
10 следующие выражения: 


■і о»»"! + Л’з) ^ 2 + р.^г^) + Вр^г^ = О 

і ІР 2 Г 2 + РЛ) ~ 2 + р^г^) + Вр^г^ = О 

^ (РЛ + Ра»‘з) + 2 + р^г^) + ‘іроГ„ = О. 









Соотноиіенил зіеяоіу симоламп граве& и. т. я- 


53 


Складывая эти три уравнешя, получаем: 

8 (р,г^ + + ^3Гз) — 2 (р ^+ р,г^ 

- Рз^і + + Р^^2) + ^^ 1 ^ 

Принимая во внимание, что р^ легко можем 

полуадть на основании этого равенства, сделав соответствен¬ 
ные подстановки и сокращения в выршкении ( 1 ): 


+ '^РА\ + ^РЛ + ^РзЧ = 




Это будет общее уравнение связи между символом грани 
и символом лежаітг.еі'о в пей ребра для ко.ѵплексов гипо- 
гексагонального типа* Уравнения (7) §10 мы можем теперь 
представить в виде: 



откуда: 


^0 : : 5^ = 3 Гд : (4 Гі — 2 г^) : (4 — 2г^) 

= Зго :{4 г 5,- 2г,) :(4»-5 - 2гА (і) 

\ ■ = 3 »'о: (4: + 2 Гз) : (2 ?-1 + 4 Г 3 ) 



Сложив почленно эти выражения и принимая во внимание, 
что Гз — г 2 — Гі, находим: 


(^0 "Ь ^0 "Ь -50): (^2 "Ь ): (5^ Н" -(- 53 )^ 3 : 2 : 2 : 2 (5) 


ЕсчТИ нам даны две грани сизшолов (РоР^р^р^) и 
то для пахожденпя субиндексов ребра пересечения этих 
граней мы будезі иметь: 


РіРААР^Рь 

2і? 8 г 1 9іЯо I ■ і ЯоЯі 
РіРі .>зІ>о!;ІЛР2 

Я 2 Ѣ і 


: 5і : 84 — 



РзРо . 

РоРі 

ЯзЯй^. ' 

ЯоЯі 


Зазгепив в по^тученнозі уравненпи (5) 8 через р ш ^у най¬ 
дем: 
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1 1 1 

і 1 1 0 


П “ 2 


‘-'^■РзРзРо 

1 


1?! ЯіЧз 



1 

10 1 

10 11 


: 3 

РзРоРі 

■ — ^,РоРіРз 



Зз 




( 6 ) 


Таким образом, правая часть уравнения представляет со¬ 
бою отноіиение миноров детерашпанта: 

2 3 3 3 

0 111, разложенного по первой 
РоРі і\Рз строке. 

: ЯоЧіЯіЯз 


Уравиеиие (6) дает общую связь между символами двух, 
не пара.ілельних между собой, іраней и символом ребра их 
пересечения для всех, вообще, комплексов гипоі ексаюпаль- 
ноію типа строения, так как все вытеприведенные соотно¬ 
шения сохранят свое значение и после і ом осени ых дефор¬ 
маций, которым мы можем подвер інуті, гексаі^нально-изо- 
тропньій комплекс Д-м вывода из пего комплексов других 
сингопий. Заменив, в уравнении (6), символы іраней симво¬ 
лами ребер и наоборот, мы можеті, по тому же уравнению, 
опреде.іит’ь символ грани, зная символы двух, находящихся 
в ней, ребер. 

Б виду того, что субиндексы символа ребра удовлетворяют 
урамепя. аща: ^ ^ 

ыы вамютаем, что д.^я нахолідешл символа ребра, поло¬ 
жение которого отпосительяо кристаллоі раг]гических осей 
известно^ можно воспользоваться обычным построением, при¬ 
чем ыы, каждый раз, для такого построения должны брать три 
кристачіілографические осп, в числе которых обязательно 
должна быть Взяв три, возможные яри такозі усчтовви, 
комбинации из четырех осей ло три, ыы найдем три іруппн 
субиндексов символа ребра: 

[^0 ^ 5 ] 1 ['^0 ^2 ^ ['^0 '®1 ^3 ]' 

















Соотношенвя между свмволамп граней и. т. д. 
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Из этих субиндексов, на основании уравненил (5), полу¬ 
чаем индексы символа ребра. 

На осдовании всего вшиеивложенного, мы молшм вывести 
обилій способ нахождения символа данвоіо ребра гипоіекса- 
гональеого комплекса іра- 
фическим путем. 

По ложиа[, плоско ст ь 

рис. 163 представляет со¬ 
бою плоскость трех кри- 
стаѵМО графических осей 
ж Ох^ гипо- 
геЕсаі’она.чьного кодіплек- 
са. Ес.ш дано направле¬ 
ние некотороі о ребра 31 іѴ, 
то проводил[ через нача¬ 
ло кристалле I рафических 
осей — то'іку О — линию 
ІІВ^, параллельную дая- 
нозгу направлению ребра 
Л/.У. Возьмем іш ЛИНИН 
ІіЕі ЛрОШВОЛЬНуЮ ТОЧІѵѴ 

а и через эту точку проведем прямые, параллельные треі^і 
кристаллографическим осям: 

II «^^21 I ^ і ^3^3' 

Каждая из этих трех линий пересечет две кристаллографи¬ 
ческие оси, и каждая кристаллогра(})ическая ось будет иметь 
две точки первеечеяня с двумя такизш линиялт. Ось 
будет пересекатьса такизш .линияш в точках и ось 
х^х^ — Б точках и и ось х^х^ — в точках и 
Приняв во внимание знак отрезков, возьмем алгебраические 
сушіы двух отрезков на каждой кристаллографической оси, 
образуемых проведенньощ через точку а трезгя пря^гыат, 

по оси X 



Р»с. 163 . 


Получаем: 


по оси 
по оси 


х.х, 


* 


Оял — Ойл 

Оязг — О»,5 

О а, 


т 

п 


25 


Ой,, = ^ 


где т, п л д некоторые длины, выраженные в определенных 
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.іинейных единицах. Ес.ш ми тізгеем отдоіиеше с^: 
единичных оірезкои по крнсталлоірафическийі ослм 0% 
н то некодшй оимвол рсбрт МN будет: 

7с т Тсп 

'с,’ 

где А — коэффициент пропорциональности, ііревращатозцрй 

Ш П Й 

отношение: — : —: “ в отшиіение трех целзлх чисел, не 

іС| 

имеющих общих делителей. 

Есчіи данное ребро Оа^ (рие. 164) не лежит в плоскости 
жриста.тло графических осей Ох^, Ох^ и Ох^, то определение 


X, 



его символа мы опять можем свести к только что оішсаииой 
операпии, взяв на даннозг ребре произвольную точку а и 
проведя прямую а а, параллельную оси Ох^, до пересечения > 
этой прямой с плоскості.ю кристаллографических осей Оа:„ ■ 
Оа ?2 и Ох^ в точке а. ' ^ 

Соединив прямой точки а и О, найдем напіжвление некото- у 
рого возможного ребра, лежащего в плоскости трех горизоя- , 





















ДлоГшые отпошеция 
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тальных криста-гюграфп^іеских осей іі Ох^, Опре¬ 

делив символ утоі ‘0 ребра указаішЫіМ выше способом, находим 
символ [Ог^ГзГз]. Найдеилый такпзі образом сизівол отпо- 
сится к ребру Оа и три последних индекса этого символа 
должны быть пропордиопальпы соотаетстаенныз! индексазі 
символа ребра Оа, Для нахо;кления сизівола этого послед¬ 
него ребра проводим из точки а прямую сСЬ^ || О а до пере¬ 
сечения этой прямой с осью Ох^. Из точки а проводим две 
из трех прямых, параллельных осяві Ох^^ Ох^ и Ох^^ на¬ 
пример: аЬ II Ох^, аК || Ох^- Зная отношение с^:с^, т. е. от¬ 
ношение единичных отрезков по Оx^ и Ох^^ зіожем по.іу- 

3 ОЬ, ОЬ + ОЬ^ у. ... - у 

чить - ^ ^^ . Возьмем некоторыіі коэффициент про- 

% 

порциопа^іьносіп умножая на который, мы по.тѵчизі 
кАОЬ+ОЬ.) 

- - - : -- в виде отношения двух целых рацно- 

^0 ^8 

на.іьных лісел §: не имеюіцпх общего де.пітеля. 

Найдя общее ііапзіенынее кратное и тасел Гд и и взяв 

^ ^ ь\ умножим на полученное целое число ѵ все найденные 
^8 ’ ^ 
величины 5, Гі, >2 11 Гд. Получим символ в виде: 
причезі г^ = ѵ8^ Гд = ѵгд и Гд = г;гз. Все най¬ 

денные таким образом индексы символа [г^г\иг^ не будут 
содержать общих делителей. 


VI. ГЕОМЕТРИЯ 

ПРОСТРАНСТВЕННЫХ РЕШЕТОК. 

1. ДВОЙНЫЕ ОТНОШЕНИЯ. 

Можно вполне точно и однозначно опреде.іить поло;кение 
какой угодно точки па данной прямой А/А (рис. 165), ес.ти 
мы примем за известные п исходные д.іл такого определения 
две точки а и /> на :)той прямой. Приняв а и Ь за посто¬ 
янные точки, мы можем определить по.шжение каждой точки 
на той же прямой, по отночіепию к выбранным нами двум 
постоянным точкам. Определение относите.іьного полояіеппя 
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какой-нибудь переменной точки с может быть сделано, во¬ 
обще говоря, раз.тшчно. Здесь мы рассмотрим то определение 
положения переменной точки относительно двух постоянных, 
которое может быть выражено отношением расстояний отой 
переменной точки от постоянных точек а и Ь. 


Рис. 165. 

Положим, нам дана некоторая переменная точка л Ее поло¬ 
жение может быть определено отпоніепием отрезков прямой 

Такое отношение будет иметь знак -|-, ес.іи нанравления от 
двух постоянных точек а и Ь к точке с будут одинаковы. 
То же отношение получит знак минус, если направления 
от постоянных точек к переменной будут прямо противо¬ 
положны. 

Приняв такие условия д.ія обозначения положения пере¬ 
менной точки относительно двух постоянных а и />, мы полу- 

чим отношение ^ в виде положительной величины, если 
только переменная точка с будет находиться вне отрезка 
прямой аЪ. Отрицательное значение получится в том 

случае, ес^іи переменная точка с. будет находиться между 
точіхами а и Ъ. Если переменная точка с совпадет с точ¬ 
кой а, то отношение ^ будет равно нулю; в случае, если с 
совпадает с точкой Ь, то то же отношение будет равно сх>. 

Если переменная точка находится вне отрезка аЬ и 
ближе к точке Ь, то отношение ^ будет больше положи¬ 
тельной единицы. С другой стороны, ес.ти переменная точка 
займет по./іожение точки Сд, находящейся вне отрезка аЬ і\ 
расположенной ближе к точке а, чем к точке Ь, то отно¬ 
шение ~ будет меньше положительной единицы, т. е., во¬ 
обще говоря, будет дробью. Ес,іи, наконец, переменная 
точка с примет положение точки находящейся как раз 









Двойные отноЕпеанл 
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посередине между тоукапи а м то отноніение ^ будет 

отрицательным, а в виду равенства оно будет 

равно — Ь Еати переменная точтг с удажтся в беско¬ 
нечность, то отноніение ^ будет равняться + 1. 

Пусть, кроме двух постоянных точек н л і на прямой 
МN нам даны еіце две переменные точки с и сі, П этом 
с*тучае относительное положение этих переменных точек 

мо;кем онреде.іпть уже отноиіениеінс отнотений ~ ^ шш 

двойным отнотением. Очевидно, такое двойное отдоіпедие 
молшт иметь раз.інчные значения, т. е. айдіі&т' быть выражено 
тем или другим положителі^ным или отриіі^тёлі>Еым числом 
и, в частном случае, оно может оісазаться равным — 1* В 
этом последнем случае такое двойное отнотение называется 
гармоническим. Итак, двойное отнотение: 

ас ^ _ _ 

Ь~с'ы~^ 

называет'ся гармоническим, а все другие отноіпения назы¬ 
ваются ангармоническими. Гармоническое отношение мы 
мо;кем представить в виде: 

ас • Ъ(і = — аё - Ъс. 

Можно доказать следуюш,уго теорему: 

ЕСѵТи вам даны какие-нибудь три точки а, Ъ и о на пря¬ 
мой 31N (рис. 166), то мы всегда можем найти четвертую 
гармоническую точі^у сі на той же прямо Й1 

Для нахождеішя четвертой гармонической необходимо 
принять за неременнуго точку ту из трех данных, которая 
находится между двумя другими данными то^іками, а эти 
последние принять за постоянные точки. Необходимость та¬ 
кого допущения неносредствеяно вытекает из того, что двой¬ 
ное отнотение должно равняться —1. Между тем, двойное 
отношение может быть отрицательным толь^-о в том случае, 
если одно из отношений отрицательно. Мз предыдущего мы 
знаем, чтю для іго.тучения отрицательного отношения необ¬ 
ходимо, чтобы переменная точка с лежа.та мелсду ііостоян- 
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ними точками а и Ь. Посмотрим теперь, каким образом мы 
можем найти четвертую гармоническую, если даны три точки 
на прямой. 

Положим, па прямой 31N (рис. 166) нам даны три точки: 
а, Ь и с, щзичем точки а и Ъ леікат на концах отрезка 
прямой М N. определяемого даннызіи тремя точками. Приняв 
а и Ь за постоянные, а с за переменную точку, прово;щм 
через постоянные точки а п Ь окружность апЪп^^ для кото¬ 
рой аЬ будет служить диамеіром. Через точку с проводим 
хорду П7г,, перпепдикулярную к диаметру аЬ. П точке п 

пересечения этой хорды 
с окружностью, прово¬ 
дим касательную ті. 
Точка й пересечения 
этой касательной с пря¬ 
мой Жи будет четвер¬ 
той гармонической. В 
самом деле, проведя 
прямую пЬ, заметим, 
что в ареугольнике сіеп 
угол йпс делится попо¬ 
лам прямой пЬ, так как іп^пЬ измеряется половиной дуги 
п^Ьу а іЬпсі измеряется половиной дуги пЬ. Дуги пЪ и п^Ъ 
равны между собой в виду того, что 



Рио. 1(і6. 


і псЪ = і п^сЪ = і псо = і п^со = 90®. 

Так как в каждом треугольнике биссектриса угла делит 
противоположную сторону на части, пропорциональные двум 
другим сторонам, то мы имеем: ^ 

— Ьс:Ьй^сп: йп. (1) і 

Знак зшпус отношению Ьс\Ьй мы приписываем на осно- і 
вании предыдущего. Соединим прямой точки а и п и про¬ 
должим эту прямую до ее пересечения в точке к с перпен¬ 
дикуляром, восставленным из точки сі к .іипии 31 N. ІІря- і 
моугольные треугольники асп и а(Ік подобны, так как ' 
ПС \\ сі к. Из подобия этих треугольников мы по.Л}’чаем: 
і апс ^ іпкЛ. Так как угол апс измеряется по.ювиной ^ 
дуги аМі, а угол кпЛ, равный іЛ^па измеряется полови- 
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дой дуги ащ равной дуге то і]сп(1 = іап€* Таким 
образом, треугольник кпА — равнобедренный и п(і ^ к Из 
подобия треуголышков аеп и аёк получаем: 

ас : а(і = еп : = сп : йп (2) 


Из равенств (1) и (2) получаем: 


откуда 


ас \ ай — — Ъс \ Ьй, 
ас ^ Ъс _ . 


что п требовалось найти. 

Если зш имеезг на плоскости пучек лучей, пересекаюпщхса 
Б одной точке О (рпе. 167), то мы зіожез^ принять два из 


О 



таких лучей за постоянные’п^ вообще, положение каждого луча 
в пучке определить в виде отношения * аналогичного ранее 
полученнозсу нами для определения положения перезіенной 
точки с на прямой^ при поетояпнт а и Ь. Положение четырех 
лучей мы также ножезі определить двойным отношением. Для 
получения такого отношения пересечем пучек прямых про- 
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извольной прямой ЖІѴ, не проходяпіей через точку О, при¬ 
чем эта линия пересечет данные четыре луча в точках а, Ь, 
с и й. Пусть /. а Ос = а, /. // Ос = /3, іа 0(1 = у и ІЬ 0(1 = б. 
Из соответственных треугольников мы получаем по формуле 
синусов: 




Ьс 81П : ВІИ (оба) ЬЛ віп д': віп (о&о) 


Отсюда получаем двойное отношение: 


ас ^ ай _ 8ІП а 8ІП у 

Ьс' Ьй 8ІП ^ * 8ІП ^ 


(3) 


Так как правая часть уравнешія содержит только угловые 
ве.ичины, не зависящие от положения линии МN, то двой¬ 
ное отношение: „ віп ѵ 


81П а 810 у 
8 ІП /? * 8ІП ^ 


будет зависеть только от взаимно і о расположения лучей 
пучка. 

Проведем через точки а, Ь, с и с? прямой 71/ ІѴ четыре 
луча, пересекающихся в точке 0\ Из уравнения (3) находим: 


ас ^ а (1 _ 8 ІП сі 8 ІП у 


Ьс' Ьй 8Ш р* ' 8ІП 6‘ 


где 

а = іа О'С, = ісО'Ь, у=іаО\1 и 6' = іЬ0'й, 
Таким образом: 


81П а 810 у 810 а . 8 іп у 

8 ІП р ' ѣ'іпд віо р' ' 8 Іа д" 


Из ЭТОГО МЫ закіючаем, что двойное отношение синусов 
углов между четырьмя лучами не изменится, в какой бы 
точке пи пересекались 4 луча, проходящие через определен¬ 
ные точки а, Ь, с и с? данной прямой МК. В этом случае 
совершенно безраз.іичпо, будут ли лучи, пересекающиеся в 
точке О, лежать в одной плоскости с лучами, пересекающи¬ 
мися в точке О', или не будут. Мы всегда получим одну и 
ту же ве.іичипу двойного отношения, если только проведем 
лучи через те же самые точки прямой 31 N. 
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Положим теперь, что лучи Оа^ ОЪ, Ос ^ О А предстап- 
ляют собою линии пересечения с плоскостью (рис* 167) пучка 
плоскостей, дересекаюііщхся в о;шой прямой, перпендаку- 
ляряой к плоскости рис, 167 и пересекаЕОіцей плоскость 
Б то'іке О, Б таком с^іучае, двойное отношетше будет пред¬ 
ставлять собою отноіііешЕе сищ^сов 
.двугранных углов з^ежду плос¬ 



костями пучка. Это отнотение, па 


основании уравнедия (6), будет 


таким же, как п д.ін СчТучая четы¬ 
рех лучей. Если ]іш возьмем 


(рис* 168) на линии пересечения А;"''"’* 
четырех ллоскостей 00' какую- 
нибудь точку О' п проведезі из нее 

лучи, проходящие через точки й, 5, с и сі прямой ЖЖ, то 
снова получим ту же самую ве-тичипу для двойпоію отно- 
піенйя синусов углов между лучами (7 й, О'Ь, О*с и ОѴ. 

Из теории строения кристаллического веінества мы вывели 
два закона, называемые основ ньвіи законами геозііеіричеекой 
кристаллографии, а именпо закон радиопатьности отпое пений 
параметров, или закон Гаюи, п закод зон, или закон Вейсеа, 
Как мы видели, оба эти закона вытекают, как необходимое 
следствие, из ретикулярной теории строения кристалж- 
ческого вещества. 

Допустим, что иучек лучей, пересекающихся в то^іке О, 
будет представлять собою возможные ребра кристалдаческого 
комплекса, а точки й, б, с и А прямой — некоторые го^і о логи¬ 
ческие точки иространсі’венной решетки. При таком дону- 
іденин мы сможем, па оснопапии закона Гаіоп, вывести заклю¬ 
чение о рааиоиальностп двойных отношений синусов углов 
меясду возможными ребрами, а применяя только что изло¬ 
женные рассуждения о плоскостях и двойных отио мнениях 
двугранных уг.іов, прінгем к выводу о радиопатьЕОСТи /шей¬ 
ных ОТПОЕНепий между синусами дву ранных углов, образуе¬ 
мых возможншш гранями крпсталличеекою кодшлекса. 

В самом деле, еати М N — прямая, проходяііщя через ряд 
гомолоЕ Еческих точек прос'гранстБСЕной решетки, то каждой 
отрезок ас у Ьс, с А и. т. д. будет иредстав.лять собою некото- 
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рое целое число промежутков, соответствующих этоз[у ряду, 
а потому двойное отноіиение должно быть отноіне- 

Ещем целых рациояа.тьдых чисел* 

ІЗакон рациошільпостп ;цюйііых отдоіпепий служит обоб¬ 
щающим анатштлчесішм выводом из законов Гаюд и Бойсса, 
и является обіцизЕ математическим выражешюм этих законов, 
введепиьш в кристаллоі рафию Гауссом* 

2 * РАЗВИТИЕ ЕОМП.1ЕЕСЛ. 

Для определения криета^гтического колЕДлекса, вообще го¬ 
воря, деобходиііо иметь в качестве данного некоторый кри¬ 
сталлический сфеноид, друіими смовами, необходимо д доста¬ 
точно иметь для полного онределедия какого угодно кри- 
стал^сического комплекса, всего 4 і рани, расішложешіые друг 
отноептельдо друіа так, чтобгі ребра их взатшоі'о переее- 
чепия не были параллельны друг друі'у- 

Ести нам дад такой кристал.іический сфеноид, то зіы мо¬ 
жем, рассматривая его с точки зрения теории структуры, 
сказать, что у нас и>[еется, в качестве данных, четыре плос¬ 
ких сетки иі)оетрадсі'Бендой реіпетки и 6 рядов ! омо*тоги- 
чеекпх точек, оиределяедіых линиями тіересечешш огих 
плоских сеток» С другой стороны, мы видели, что для пол¬ 
ного одр еде лепил прос^гранствеппой решетки необходимо 
иметь всего то*іько три налравлеЕвя (ряда гомологических 
точек) этой решетки, прдчем относительные длины про^гежут- 
ков рядов должны быт[і также известны. Дліе того, чтобьс 
получить возмогкность определить оти относите*чьиые длииы 
пройгеяіутков рядов, мы и до*чж]ш знать положение четаертой 
плоскости, пересекающей все три данные ряда* ІЪіеп крп- 
ста*оичеекий сфеноид, мм може^[ принять три из еі о шести 
ребер за главные определягоідие направления лрості}аЕствел- 
иой решетки, т. е. за 'іри содряженпые ряда гомолоіичсскдх 
точек, и построить па зтих рядах парііхіелеііипед, в свою 
очередь определяюпцш ладную пространственную резьетку. 
Таким образом, определения всех воззіояшых і радей и 
ребер, досі'аточпо тоіеть всего 4 іради комплекса, де ііере- 
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секаюищеея по в ііара.7лелг,нт^к: ребрах. Эти четыре 
грани могут или образовать иепоередственяо кристалли¬ 
ческий сііюиоид, или четырехграштуго пирамиду, ес.ти только 
все они будут пересекаться в одной точке. 

Если нам дани четыре грапи кристалла, образующие че- 
тглрехрраиную пирамиду аЬсо(і^ (рис, 169) то, продолжив 
грани асо и аЪй^ ііолутам трехграыиый угол аа4о. Оста¬ 
вив па зіеете все грани и пере^шстнв иара^тлельдо самой 
себе граніі асЬ до тех пор, пока точка а не совпадет с 
точкой получим опять сфеноид аа удовлетворяюицііт 
всем условиям для полного определения данного кристахтіь 
ческого комплекса. 




Проведем (рис. 170) через ребро а а данного сфеноида 
ааой плоскость параллельную ребру ой\ через ребро 

ай проведем плоскость ах^й/\\ ребру а о\ через ребро оа — 
плоскость ох^ах^ || а г^и.т.д. В результате гакого иосі’роения, 
получим параллелепипед ах^а'(йх^ох ^. Так как каждая і рань 
кристаллическоі’о сфеноида будет’ представлявъ собою неко¬ 
торую плоскую сетку прос/сранствеиной реятетіш данного 
кошілекса, то все і>ебра с(|}еноида, а таош и все ребі>а 
ішстроениого вітіі[еуканапі;гы.м способом параллелегшиеда 
ах^а 'будут определеитлми рпдаіи гомологических 
точек простраистаепиоп рететки того же кристаллического 
кодіилекса. 

Если гфедиоложить, что ребра иостроеиноію параллеле¬ 
пипеда будут трелія сопряженньвш рядами иространс'гвеЕ^ 
ной реіпетки, то мм молсем три таких ребра ох^ 

л охд (рис. 170) принять за крлста.ллографические оси- 
а отношение расстояний ох^юх^юх^ за отношение еданич- 
яых отрезков I по такилг осям. Сделав такое долу, 

1і: КРИСТ АЛЛ ОГРлЯ>Я;[ 6 
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щение, мы можем рассмааривать поироешый параллелепи¬ 
пед, как один из элементарных лараллелепБле,іов прострап- 
стаепдой решетки, лежащей в основе строения данноіо кріі- 
ста.л.іическоі ’0 вещества. При таком соотношении, мы назы¬ 
ваем данный сфеноид основным, причем д-тя грани аа <І 
данною сфеноида получаем символ (111). П самом деле, 
грань аа Л нараллелгла диагональной плоскости «іаТзД-з по- 
строенного параллелепипеда, а так как эта плоскость идіест 
символ (111), то и грань аа'сі должна иметь тот же са¬ 
мый символ (111.) То'шо так же оста.тьпые грани сфе¬ 
ноида по.тучат следующие символы; аа'о — (ГІІ), «обІ— (111) 

и а'ой —( 111 ). Построив пара-оелепипед оЖд«7^^3<5*1) 

будем иметь возможность определять символы какой угодно 
грани и ребра данного кристаллического комплекса, на осно- 
вгшБи закона Гаюи, зная отношение: 


О 3^^ ш о 3^2 • о 3^^ ““ к 0^ * 


Б самом деле, всякая возможная грань данного кристалли¬ 
ческого комплекса, отсекаюідая на кристаллоі рафпческнх 
осях отрезка щ и доллша удовлетворять условию: 


где и — целые рациовалі>нме числа, лредставллкь 

ідне собою индексы символа данной іранн (ріР^^Р^)' ^ 
другой стороны, имея, в качестве дапііоі о, кристаллический 
сфеноид аао(і^ мы можем всегда построить любую грань 
данного крпсталллческоі’О коашлекса. 

Примем плоскость, параллель- 



Рис. 171* 




ную грани аа (I осиовдого сфе¬ 
ноида и не проходящую через 
точку о, за плоскость лроекмий, 
а точку о за центр пучка. При 
таком нредположенни іш-іучллг 
линейные проекции (рис. 171) 
трех ребер сфеноида оа^ о а и 
0 ^ в виде точек й, а' и й, а 
линейные проекции криста^мо- 
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гра(|)і!ческих осей в вііде точек % и Определяя сим¬ 
волы ;зтих ребер, получим те обозначения, которые указаны 
на рис. 17 К 

Так как каждые два возлшжные ребра определяют ие- 
которую возможиуго грань, то и прямые аа\ а(і и а 
проход яіі;ие через линейные проекции двух ребер, бу¬ 
дут представлять собою лииейдые проекции возможных гра¬ 
ней комплекса. Точно так ;ке и .тинни и х^х^ 

будут линейными проекциями граней. Проведеді прямые 
ах^і ^'х^ и (іх^. Эт прямые также будут .іипейныии про- 
екци>[ми возможных граней, а точка их пересечения о будет 
линейпой проекцией ребра их пересечения. Мы видим из 
рис, 171, что символ ребра а получается атол;ение^Е соответ¬ 
ственных индексов символов ребер и тотао так же 
СИ.МВОЛЫ ребер а ті {I получаются путем слолсеиия символов 
ребер л и Мы таюке зшжем получить и символ 

ребра, нредставлеиыого в .тнейной проекции точкой о, сло¬ 
жив символы ребер и а или х^ п а, а тшліе и сі 
Кроме того, тот ліе сл.^[ВОЛ мы можем получить, слолшв сим¬ 
волы трех ребе}) х^^ х^ и х^. Во всех этих случаях мы 
лолутам один и тот же символ ребра о —[ 111 ], 

При всех только что изложенных операниях зін должны 
бы.іи нользоваться тез[ обіци>[ свойство^!- кал;дого кристал.ли- 
ческоі’о ко>шлекса, что каждая плоскость, проходя г цая через 
два воз.>[Ожпых ребра данного комплекса, является еію воз- 
молшой гранііЮ, т. е., другими словами, мы каждый раз при- 
I меняли закон Вейсеа, утверждаю іций, что каждая грань есть 
I плоскость ребровой зоны, 

Еаш бы мы приняли точки щ а\ с?, х^^ х^ за гно- 

дюнические проекции граней соответствуюпщх символов, то 
I линии ах^^ ах^^ йаГд представили бы собою гиомоиические 
] проекции ребер пересечения соответствующих граЕіей, а 
точка о пересечения этих линий старта бы томошгчеекой 
I проекцией і'раии (111)* 

При нроведеиии ,іиний ах^^ (Іх^ мы находим, кроме 
1 общей точіш их пересечения о, еще точки е, д л ^ пересе¬ 
чения этих линий с жнилми аа\ а ^ л а А. Символы этих 
сточек (рассматриваемых, как линейные проекции вовдіожиых 

б* 
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граней) будут: в — (211), /■— (121) и ^ — (1Зтл сшшолы 
вшсдутся путем слолшішя символов точек а и или и о; 
а ѵі 4 или и о; а и а или и о. Если точки 
]\ш будем считать гномоническими проекциями граней, то 
каждую из прямых, проведешшх на рис* 171, мы можем 
рассматривать как геометрическое ічссто і’но-моничсских про¬ 
екций і’ранегі, нріінадле;каіцих одной и той м;е зоне. 

Такіпм обра:юі[, мы: опять возвращаемся к закону Вейеса. 
В виду возмояшости указакііых выше построений, ■чы всегда 
можелг, как і’Оіюрлт, развить Кі>истал.іііческиЁ ко^ішлекс, т. е. 
получить проекции какого угодно числа граней д<аитіого козг- 
пдекса, действуя указанны.^Е слособом. 

Имея точки а, а\ о, е, /і мы зюжем продол¬ 

жать развштіе комплекса граней в гно.моийчееких проекциях, 
соединяя прямыми точки и х^ с точкч)й е; х^ л с точ¬ 
кой д; х^ и ^3 с точкой Проведя ;^ти зірямые, мы найдем 
гноз^ЕОкические проекции граней того же комплекса в виде 
точек пересечения вновь лроведенных линий с .линиями, про¬ 
веденными ранее* Сизгволы вновь найденных граней будут 
опять но^ту'чаться нуте^с С-^ожеііия сн^мволов граней, гномони- 
ческие проекіши которых будут леяиять по обе егороим от 
найденной проекции и в той же зоне* 

Такое определение символа ]і}апи, проекция которой 
найдепа развитием коатлекса, возможно только в том случае, 
если развитие произведено последовательно, исходя из гра¬ 
ней, имеюііщх такие символы, в которых хотя бм один из 
нндексов был ])авен нулю, причем, как мы увидилЕ дальше, 
грани с такиэш символами неиремешю будут входить в со¬ 
став каждой зоны* 1’акие грани пазываются исходными для 
развития зоны, а само ііазвитие назьнтется правилЕ.иыль 

8* ЗОНАЛЬНЫЕ СИМВОЛЫ* 

Для нахождения исходных і’раней данноЕ о пояса, в случае 
кристаллических комплексов кубическоі’о типа строения, аш 
должны Еосиользоваться уравнением: 

Рі^і+Р2І'2 + РЛ = 0, П) 
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ѵдс р — индексы символа некоторой грани, п^шладлежащей 
ОБ]>еделеннои ооне, а г — индексы оси данной зоны. 

Прежде всего заметилі, ^то ш уравнения (1) выводится 
следуюнргя теорема. 

Ес.т две граіш (рі2НР^) н принадлежат одно^му 

и тому же поясу, ось которого имеет сюшол [г^г^г^], то 
всякая гратгь, индексы символа которой могут быть ішлучеиы 
суммированном соответственных индексов символов этих 
двух 1 ранен, будет принадлежать к тому же поясу, 

И самом деле, если грани (ріР^Р^) к принадле¬ 

жат одно.му и то.му же поясу, ось котоі>ого имеет символ 
то, иа основании уравнения (1), .^іы, для даттого слу¬ 
чая, имсеіі два уравнения: 

+^>а»2 + й»'* = о (1) 

+?з»8 = 0. (II) 

Умнолшв уравиегше {[) на некоторое целое число т, а 
уравнетше (ІІ) также на целое число п, и ачожив нолучеи- 
ііые уравнения, находим: 

(трі + Щ\)г^ + (тр^ + пр[^)Г2 + (шр^ + ^ О* (ПІ) 

Приняв, н ;)то.^^ лоследпеді уравнении, величины, стояпще в 
скобках, яа индекса, і символа грагіи, увиди]іі, что теореліа до- 
ка:чітіа, 

Ііамстим, что какой бы пояс граней кі}всталлпческого 
койіплекса мы ин впя.іи, этот пояс непременно пересечет 
пояса [100], [010] и [001], которые мы будем называть глав- 
ны>ги, В обнт,езг случае, в состав каждого взятого пояса 
будут входить три пары воззгожпых і’і)аие&, имеюищх один 
из индексов символа равным нулю. Вот гіімснно эти-то грани 
мы и могкем щжгыіть яа исходные для развития данного пояса. 

Если данный пояс будет одним из поясов [100], |010] 
или [001|, то все, без иекігоченяя грани такого пояса будут 
й^геть один из индексов символа равным нулю, а кроме 
того, в состав такого пояса непременно войдут две из гра¬ 
ней (100), (010) и (001). Б таком случае, за исходные для 
развития пояса зіы згожем взять именно эти последние грани, 
Сизшол оси такоі’о пояса будет состоять из единицы е двумя 
нулями. 
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Другой ВОЗМОЖНЫЙ с.іучай будет тот, когда данный ноле 
пересечет два главные пояса в одной грани. В этом случае 
такая грань может быть то.іі>ко (100), (010) іі.іл (001). Кроме 



того, в состав такого пояса войдет еіце одна пара ірапей, 
тіеюнщх один из пндексов спзівола ігавным нулю. В этозі 
с.тучае, мы принимаем заисходаые для развития пояса: 1)одну 
из граней с символом, состошцим из одной единицы и двух 
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нулей и 2) щ>ань с таннзі сидіболоіѵі, в котором один ш ин¬ 
дексов равен нулю. Снзівол оси тако і’ о пояса будет не презіен- 
но иметь один ив индексов равнызі ну-то. 

Бее вытеивложеннме еоотноі пения могут быть чрезвычайно 
просто выведенн из уравнений (і) и (И), а также делаются 
негіоередственно очевидными при раесмо'гренйи рис, 172, 
представляюіцего собою гномоетероо графическую проекцию 
граней кубически-изотропного козшлекса, сийіволы которых 
состоят ив индексов с чнслазш не больше 4, 

Рассзютризі теперь случай развития ребрового пояса. Как 
зіы знаем, ребровой пояс представляет собою совокупность 
воззгоіяных ребер, находящихся в одной п той же возможной 
грани данного к 1 ^исталжческого комплекса. Для онределетшя 
положегатя каждого ребра, яринадлежащего даннозіу хюбро- 
воэіу поясу, необходимо знать взаимное положение н сизгвольг 
трех каких-нибудь ребер этоі’о пояса. 

Передвинем все ребра данного пояса в его плоскости па¬ 
раллельно сазшз! себе до тех пор, пока они все не пройдут 
через одну и ту же 
точку о ОТОЙ илоскоеги. 

Примезі эту точку о за 
начало осей (рис. 173), 
а некоторые два воз¬ 
можных ребра и 
тоі ‘0 же пояса за эти 
оси, которые мы назо¬ 
вем зоналыіыічи оеязт 
данного пояса. 'Гак 
как все ребра пояса 
паходлтсл в одной 
плоскости, то нам со- 
вергаеино достаточно 
знать положение двух зопа^ініных осей и отношение еди¬ 
ничных отрезков но этим осям, чтобы опреде.інть полоягение 
и символ всякого ВОЗМОЖНОГО ребра, лежаш,еі'о в той же 
плоскости. ЕСѵТи ребра п будут такими осязш, то они 
получат зоиалілне снзтолы [10] к [01]. 
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Геозіетррл пространств ел ных решеток 


Длл определения отпои іеппя единичных отрезков но дву-^і 
взятым зоналіэпыэі осліч, аш должны будем принять еще третье 
ребро, напрпмср, ребро о а за тгежоторое известное паіі[ягв- 
ленне г, е* лридисать отому ребру олределеннілй зональнііій 
символ, нрипниіем такому ребру символ [И]» У нас имеются 
теперь три, совершенно определенных относительно друг дру^ 
га, нанравлення, два из которых и могут ])ассзіатриватьсл 
как стороны некоторого параллелоірамма, диагональю кото- 
роі’о служит ребро [11]. Отложим некоторый произвольный 
отрезок ох^ на ребре |10] и проведем из точки прямую 
х^аЦох^ до пересечения х^а с реб]юм [и] в точке 
11])Оведя а 1*3 || ох^. получим на.]}аллело] рамзі ох^ах^^ в кото¬ 
ром отношение ох^ : ох^ равно отношению едишчных отрез¬ 
ков по выбранным нами двум зоналгным осям [10| и [01]* 
Построенный нами наряллелогі)амм мы може^г рассматривать, 
как геометрическую модель элемешарного параллелограмма 
данной плоской сетки прості)анствешіОн решетки, так как 
отношение ох^'.ох^ проно]щиошиьно отношению промежттков 
рядов по ох^ ^ о х^. 'Гакая модель, с геомет]>нческой точки 
зрения, будет обладать всеми свойс'івамн данной плоской сеч'- 
ки, если только мы примем тоюш пересечения прямых ('рис. 173) 
за гомологические точки плоской сетки. Опреде.лив, таким 
обі)азом, данную плоскую сетку, мы мо}ксм пості)оич’ь любое 
возможное, лежащее в пей, ребро. Д,лл этого необходимо 
только знать сиэгвол ребра, вырвжетшый по отношению к двум 
выбранным зонлльным осям данного пояса ребе[ь 

Положим (]>ис. 173), нам дано ребро, имеющее зопа.іыіый 
стівол [13]. Для ішетроення этого ]}еб|)а, на оси [101 от- 
кл?ідываем единичный отрезок ох ^; н]>ободим линию, па]>ал- 
.чельную оси на которой откладьшпем отрезок 
Соединив точки о и 6, находим панравление искомого 
ребра оЪ* 

Аналогично поступаем н для нахождепия полоя^енпя ребра, 
какого угодно зона,тьного символа \р^\ 

Если нам даны чри ребра с зональнььми символами 
^ между индексами этих символов 

будет всегда сущесі'вовать ощ)еделеина}[ связь, которая может 
быть представлена следуюііщми уравыеннями: 
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<^іРі + + ЧРъ ^ 

Чх + ^2 + % & == о 

как ^гго следует ив указанных у;ке выше свойств сидшолов 
граней козіплекса* Гак на к у нас. имеется всего два урав¬ 
нения, и[)ине*м, приняв за неизвестные и ші-і будем 

иметь три неизвестных, то ясно, что ати уравнетінл х^гы 
всегда можезі реіішть однозначно, поставив условие,- чтобы 
и «3 бг^іжі целыми ноложительными иж отрнвательными 
числами, не имсюіциаги обиі;еі’о дежтеля. Таким образом, при 
реіііенті атлх двух уравнений нам достаточно получить отно¬ 
шение , выраженное в виде отношения трех це¬ 

лых чисел, И[)и такозг условии, решение двух данных урав- 
нетй сводится к нахождению миноров детерзіинанта: 

111 

I Рх Ръ 

. I ^2 Чг 

разлоікенного по первой сі’роке» Найдя вти миноры, мы 
ПОЛУЧИМ следующее решение уравнений: 


1 Р 2 РЗ' 

.: ч 

РіРа 

. ?3 

’ : 2з * 



При таком решетпш мы можезі изіеть .ра случая: 

1) Все три минора будут иметь одіпі н тот же знак, 

2) Один из миноров будет иметь знак, обратный знакам 
двух других, 

Б нервом случае необходимо пере.менить знаки индексов 
зона,іьного еи^[ВОла одного из ребер на обратные, т, е* взять 
другое направление ятого реГфа, Сделав это, мы опять при¬ 
дем к второму случаю, Б этозі второэг случае вопрос решает¬ 
ся непосредственно. В само-м деле, положИхМ = 6,, ^ \ 

и йд = “ ^ 3 - В таком случае, вставив в уравнения взіесто 
и найденпые вежчины, по.лучае]п: 

+ ^гР* — ЧРі = О 
К(и + = О 
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Из ЭТИХ равенств находим: 


ЬіРі + ^,/>2 = Ь^Рі 
\ Яі + \Яг = КЯъ 


Из этих последттх двух равенств мы зактючаем, чіч) ребро 
[/7з^з] находится в угле меньшем 180® между ребрами 

Па осповапии указанных рассуждеішй, мы леіко можем 
найти гра<1)ическим путем направлешіе зональных осей |10] 
и [01] данной нлоской сетки. Для этого (рис. 174) отклады¬ 
ваем произвольный отрезок ос^ на ребре ^і]: из коіша 
этого отрезка проводим прямую, пара.тлельнуіо ребру 
до пересечения в точке с реброзі [ |. Возьмем отно¬ 
шение , причем й. и Ас, будут целыші числами. От- 

ложим па .1ЛШШ [р^^Л очрезок 0С3, равный по отношению 


К длине 0С3. Отложив такой о'гі)езок на линии осд, соединим 
прямой тотен Сі и и проведем через точку оіфямуюог, с^с^. 
Прямая ох^ и будет зоналішой осью [10]. Чтобы найта 
едишічный отрезок по этой оси, разделим на р^ равных 

частей и возьмем оп = ^ равную одному 'такому делению. 

Возьмем отношение и отложим на .тинии [р.аЛ 


отрезок ос^ равный по отношению к длине ос^. Соедп- 
^2 

ШІЗІ прямой точки и С4. 


Проведя прямую ох^ || пайдезі направление зональной 
оси [01]. Разделим о'грезок оси 0X2 мслс іу точкой о и точкой 
пересечения этой оси с линией на равных частей и 

возьзіем оп. Отпошение оп:оп. будет соответстъовать 

^ Чі ' ‘ 

отношению е;шпичных отрезков по зональным осям [10]и [01]. 
На чертелге взят пример трех ребер с зональными символазіп: 


Гі’і?!] = [31], [і’2д'2І = [23] и [/>з?з] = [85]. 
Положим, плоскость рисупка 175 есть грань некоторого 
ребрового пояса. Проведем в этой п.тоскости прямую І 1 N, 
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не проходяпі,ую через точку о пересечения ребер пояса, и 
параллельную ребру [01]. Пусть эта прямая МN пересечет 
ребро [10| в точке а, а ребро [11] в точке с. Если мы 
примем отрезок о а за единичный для исходаого ребра [10], 
то Д.1Я получения едитгачного отрезка, т. е. промеяіутка ряда 
по ребру [11], по вышеизложенному способу, необходимо по¬ 
строить паріылелограмм, проведя через точку а .пшию, парал¬ 
лельную ребру [01], т. е. линию МN^ и через точку с про¬ 
вести лишію II ребру 110 ). Тогда ос будет представлять 
собою промежуток ряда д.ія ребра^[11|. 



Если мы хотим построить ребро [21|, то нам, по вышеопи¬ 
санному способу, необходимо отложнгь по направлению ребра 
[10] от точки о отрезок оа^ ^ 2 оа л через точку провесга 
прямую II оЬ, отложить па этой последней линии отрезок 
= аг^ т. е. единице по ребру [01], и соединить точку о с 
точкой ( 1 у Направление осі^ и будет искомым ребром сим¬ 
вола [21]. 

В виду парал.іельности линий треугольники 

и аоа подобны и следовательно или^ принимая во 

внимание, что а оа *==* 1, получаемая: ай = 2 : 1. 
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Вообще, если зіы будезі, пользуясь ішіііензло;кен)іым мето- 
дозі, строить ріізліічпьіе реГра пояса, то мы каждый раз будезі 
пол^’чать опрсделепное отпопіеппе ме;кду‘ отрезком прямой 
Ж ^ от точки а до точки пересечения дапноі о ])ебра с отой 
прямой и очрезкозі ас. Это отпопіеппе будет соответсчиовать 
символу того ребра, котоі)ое мы сті)Оим. Таким образом, для 
ребра символа пересекающею лппию в точке е, 


получаем: асіае == р:^^ откуда ае 



Соверпіеппо апалогпчпо мм можем вывести заключение, 
что отрезок Ье^ па лиіпіи параллеліпюй ребру |10] и 
проходящей через точку с ребра |11], будет паходиться в 
определенном отнопіенпн к отрезку Ьс, в завпсимоста от 
символа ребра, пересекающеіч) линию Р^ в точке с,. Это 
отаопіенне выразится следуюіаим образом: Ьс : Ье^ = 


откуда: 



Из :)тпх соотпоіііений выводим простой 


способ построепия ребер дапного пояса по их зональнызг 
символам, ес.іи известны положения чрех исходных ребер 
;)того пояса [10], [01] и [11]. Для построения ребра сим¬ 
вола проводим (рис. 175 ) произвольную линию МN, нс 
проходящую через точку о и параллельную ребі)у [01]. Отре¬ 
зок ас между точками пересечения липип МК с реб])ами 
[10] и [11] де.тим на р равных частей и от точки а очжла- 
дывасм ^ таких частей. Получаем точк)' е. Соединив :)ту точку 
с точкой о, получаем направление дапного ребра \р(і\. Точно 
такое же построение мы зіожезі сделать, проведя линию Р(2 
параллельно ребру 110 ]. В этом случае, от^іезок Ъс мы доляшы 
разде.іить на ^ равных частей и от точки Ь отложить р та¬ 
ких частей. Получаезі точку (?,, соединяя которую с точкой 
о, паходизі направление данного ребра \р^\^ 

До спх пор мы рассматрива.іи построение ребер в самом 
ребровом поясе, т. е. в плоской сетке, соответствующей этому 
поясу. Все способы построения останутся теми же самыми, 
если мы будем производить такие построения в плоскости 
.тинейных и.ні гномонических проекций этоі о ребрового пояса. 
В самом деле, из рассмоті)сітых уже ранее свойств двойных 
отношений, мы можем вывести заключение о такой возмо;к- 
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пости производить анаѵюгитпые поетроеішя, изіеа .тинейную 
И.ІЙ гномопи^ескую проекцию данною дояса ребер. Кро^ме 
того, те же самые построепиіі мы ]чожем применить и для 
развитая пояса граней, имея ітх гномонические иж линей¬ 
ные проекции, 

Опредеж.м теперь соотнОЕпепие, которое мо.жпо установить 
между зопальпыми символами и обычныі^ці и.-ш комплеЕсиаль- 
ньвт символами ребер. Мы уже уноминані, что за исходные 
ребра, для развития пояса, мы будем принимать те ребра, 
которые имеют в составе своих нндексов нуль. Есж грань 
ребрового пояса будет иметь символ то ребра этою 

пояса будут те, индексы символов которых ѵдовлетаоряют 

Лшнешю гл+РЛ+П'.-О- 

Прптшзгая последовательно Гі, и равпы:^щ нулю, 
найдез[: Откуда == :р^ т. е. символ 

ребхт, имеюіцего первый индекс нуль, будет: \0^кр^^Ьр.^\ где 
Ъ — коэффициент дропорідіоиалышсти, т. е. некоторый ъто- 
житель, превраідаіоіций и во взаимно простые числа, 

Для ребра, имеющего второй индекс символа равныэс пулю, 
получаем: 2 ^ 1 ^% +і^з^'з “ откуда: 

П ' Ч = ^3 ■ 

Следовательно, еи^гвол этого ребра будет: 

[к' ^3,0, 

Наконец, точно также получаем: 

[к"]р„к"2іі,0\. 

Есж р^,р 2 и і>з попарно не и:\юют обпрх зіножителей, то 
коэ(})фициенти к = к' = к” = 1. Б противном случае, некото¬ 
рые из этих коэффициентов будут дробью, у которой тас- 
.штель 1, а знаменатель — облщй множитель д^тя соответ- 
ствуюіцей нары индексов символа ребра. Приняв ребра 

[О, кр^^ \к и [/с к 

за исходные для развитая пояса, .мы йгожсм дринисать дву.м 
из этих ребер сшшолы [10] и (Оі], а третьему — зональ- 
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пый СИМВОЛ [11], соблюдая уаювие, чтобы конец ребра, 
имеющий символ |11] лежал между концазіи ребер 1 10| и |01]. 

Можно легко доказать теорему, что каждое ребро пояса, 
грань которого имеет символ будет иметь символ 

одной из ірех возможных комбинаций: 

п [о, к 1 + т [к' ^3,0, к' р,] 

или п [А-'^>3, 0 , 1 / 2>1 ] + .^2’ 

или, наконец, п\ 0 ,ккр^\ + т ^]^ 

Таким образом, зная р, мы всегда мокнем найти положение 
данного ребра, разлагая его символы на одну из трех воз¬ 
можных комбинаций и приняв во внимание выведенные 
выше равепсіъа, определяющие символы ребер 

[ 0 , 1 ср^,кр^], [А;'і?з,0,А:>і1 и [к"р^,к"р^, 0 ]. 

Ес.іи мы припишем ребру | 0 ,/срз, і зопжіьный символ [11], 
а ребру [к'р^^ О, к'р^] зональный символ [01], то ребро 
' ' Рі^^\ получит зональный символ* [10]. Отсюда легко 

сделать общий вывод, что т и 7 г будут теми же оімыми 
множителями и для зональных символов, как и при ком- 
ллексиальных, т. е. в зональных символах мы будем иметь 
полное соотаетствие с комплексиальными. В виду этого, мы 
всегда можем превратить комплексиальный символ в зональ¬ 
ный и обратно. Для такого п])евращения, при принятом выше 
обозначешіп, необходимо только отброситі, первый индекс си.м- 
вола каждого ребра и принять кр^^кр^^ Іс Рі^іс'р^^ 1. 

Сделав такие допущения, мы можем іюлучиті» зональные 
символы для какого угодно ребра даішого пояса и по зональному 
символу ребра определить еі*о комплексиальный и обратно. 
Такие определения могут быть сделаны на основаігаи сле- 
дующих, неіюсредегвепно вытекающих из всего только что из¬ 
ложенного, соотноіііеішй. 

Комшіексиальный символ ребра [г^г^г^] превращается в 
зональный [п, п + т ], если 

или в случае, если 

іпк"р^, пк'ру], 

то тот же символ превращается в зональный [шп\ 
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Наконец, если 

то коэ[іілексиальный символ ребра превратится в зоиалвнмй: 
[и + т, п\. 

Таким образом, для определения зона-^ыіого символа 
данного ребра, мы должны, прежде всего, в точности 
установить ЕолЕплексиальные символы исходных ребер и 
нриішсать ті соответствующие зональные сівгволы* Кроме 
того, необходимо выяснить отііопіение коыплексиального 
символа данного ребра к комнлексиальным символам исхоД” 
ных ребер. 

Как мы видели, в обиі;е:^і аіучае, в каждом ребровом нолсе 
иаіеются три ребра, в символах которых один из ипдексов 
равен нулю. В частнолі случае, мы имеем некоторые ребро¬ 
вые пояса, в которых: 

1) Имеются только два ребра с индекса™ символов, рав¬ 
ными нулю. В атоаі атучае одно из таких ребер имеет сим¬ 
вол с двумя индексами, равными нулю, а другое ребро имеет 
символ с одним индексом, равнььм нулю. 

2) В данно.м ребровом поясе все символы имеют' одни ин¬ 
декс равным пулю, а два ребра имеют символы с двумя ну¬ 
лями в качестве индексов этих символов. 

В первом атучае за два исходных [10] и [01] мы можем 
принять ребра е символами, содер;ьащи,ми в виде индексов 
пу*ти, а за ребро с зональным символом [11] ириплтъ то ребро, 
символ которого получается нуте^і сложения индексов сим¬ 
волов ребер, принятых за [10] н [Оі ]. 

Во втором случае мы можем прямо отбросить тот индекс 
символа, который нД^ія всех ребер пояса равен нулю и, таким 
образом, получим непосредственно зоно-шьные символы дал 
каждого из ребер пояса. 

Все эти соображеішя относительно зопальньсс символов 
ребер аш можем целиком применить и к зональніж симво¬ 
лам граней. 
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4. ЗОНАЛЬНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ. 


При раеемоірении свойств двойных отношений мы виде.!ш, 
что в случае пересечения четырех .тучей пучка о (рис. 176 ) 

произволііНОЁ прямой МN, мы 
можем выразиті, взаимное распо¬ 
ложение .тучей пучка при по¬ 
мощи двойного отношения. Если 
мы примейЕ за постоянные .Т}'Чи 
о а и оЪ и обозначим : 

і аое — і Ъос = у, 
і аой = ж, і Ьой = 8 
і аоЬ «= «, 

то двойное отношение по.тутат 
вид: 



Ряс. 17 с. 


ЙІО р 
8ІП у ' 


ат X 
аіп ^ 


ас 

Ьс 


ай 

Ш' 


Еат взятые .тучи будут представлять собою 4 ребра 
Некоторого пояса ребер кристахшческого комплекса, то, па 
основании закона раниоиальности двойных отпошенип, лгы 
должны будем вшсети зактюченио о том, что отнотемие 


ас ^ ай 
Ье ' Ьй 

будет отпоаіетшем некоторых целых рациональных чисел. 

Мы уже видели раньше, что при изменении положеішя 

прямой л;войное отноіиепне не меняется. Пересечем 

наііг ну чек четырех ребер прямой параллеліліой ослов- 

ному ребру ок В таком атучае, двойное отношение получит 

вид: • й ^ ^ 

вш р та X ^ ас аа ас 

8Іа у ' еіп <? сх> ' оо ай* 

Еати мы припишем ребру о а зональный сішвол [10], ребру 
оЬ — зональный символ [01], ребру ос — зональный сим¬ 
вол [11] и ребру ой — зона.іьный символ [р^]^ то, как мы 
видели раньше, ай : ай' = р : 
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Сдедовательно: 



Заметив, что угод д = а — х и угод у = а — получаем: 

ЙІЕ ѢІП Х 

ВІИ (« — р) ‘ віп (<1^ — л:) Р ' / 

Сделав соответственпме преобразования этой формулы, 
паходам: сі§ х = + ^ , ( 3 ) 

Для того, чтобы придать формуле (А) вид, удобный для 
логарифмирования, примем: 


8ІП {а — Р 


Сделав такое допущение, находим: 





оітсуда 


= %ус%(|--а;) 


ИДИ, наконед: 



(П) 


‘Формулы (Г) и (II) слу¬ 
жат даі вычие^іения угла 
между ребразги [іи] и 
[^[)^\ в данном поясе, 
если известны углы 



[10|:[11| и [01]іио]. 



чек ребер пояса о (рис* 


177)* Проведем жпию / \ уѵ ^ 

М N пара^члельно ребру I \ / \ 

[01]* Б таком случае точ- | V, \ 

ка а пересечения ребра | Л ^ 

[10] с линией МN раз- / 

делит подолам отрезок I/ 

иршшй МN и ,тзой- уР 

ное отноіиение при по- 
стояппых оа ш оЬ будет: рис. т, 

141 КРИСТАЛЛОГРАФИЯ 6 
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віп(ао(?^) ^ зід(аоеі) а е^ _ ^ 

вш^бооз) ’ біп(ЬоСі) ас^ 

Таким образом, мы по-тучаезі ангармоническое отношение, 
равное 1. Вто отноіііепие мы можем выразить в форме: 

аіо (Ъос^ — ‘ 8ІП (&ос^) сі:д (йоЬ) — с!;^ (Ь ос^) ^ 

эіп {Ьос^} * &іп{аоЬ — Ьос^) — с% (аоЬ 

или 2 (аоЬ) = (Ьос^^) + с% (Ъос^)* 

Обозначив: 

і аоЪ — и у і Ьос^ = § и іЪос^^ 
получаем: 2 а ^ еі^/3 + ^3^. (ІІ1) 

Лено, что эта форзіула (ЛІ) применима только в тозм слу« 
чае, когда отрезок ас^ равен отрезку ас^ и имеет мротиво- 
иодожпое направлеіше относительно 'гочкк а, Тошжо ото 
условие и ограничивает ириліеиеиие формулы (Ш), причем 
вовсе нет необходим оетн, чтобы ребра оСу и ос<^ имеж сим¬ 
волы [11] и [11]* То же самое соотноыеіше мы полужм и 
для ребер ойу к есж только а и эти отрезки 

направлены в противоположные стороны от точки а. 

Таким образом: 

2 сі^ а = у с1§' уу где у ^ іЬойу и Ух= і Ьоё^, 

Ваметлв, что аёу = мы можем также найти: 

2 еі^ {й^оЬ) = сі^ {аоЬ) + сі§ (Су оЪ )., 

Проведем черев точку Су ирлыую шп лара*члельно ос^ и 
обметим еоответечвенно букваэги точки пересечения ребер 
оа, оЪ, ос .., г этой прямой. 

Треугольник Суаау равен треугольнику оае^, так как 
Суа = €^а: углы при точке а в обоих треуі'ольниках равны, 
а кроме того ое^ || Суау> 

Б виду этого, Суау = о Кроме того, = ос^, как отрезки 
параллельных и 7 уіп зіежду пара.оельными оі и ЖЖ 
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Таким образом, мы имеем: 

и можем опять помучить уравнение: 

2 сі^ (0^^062) = еі^ (с^оа^) + (^2^^)* 

Комбинируя, соотъетственнылс образом, ребра и принимая, 
как данные, ребра раз.іичных зональщііх символов, лін можем 
всегда пользоваться д.тя вычислений у слов }фавнением (ІИ), 
еаш только будез^ соблюдать известкую последовательность 
при определении положения ребер. 

5. ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ПАРАЛЛЕ.ЮГРАММЫ 
ПЛОСКИХ СЕТОК. 

Каждая плоская сетка пространственной решетки пред¬ 
ставляет собою, как мы уже видели, некотор}то возможную 
грань данного кристаллического комплекса. 

Если зіы возьмеі[ в данной сетке какую-нибудь гомологи¬ 
ческую то^шу и проведем через нее два произвольных сопр>г- 
женных ряда, принадле^каирх той же сетке, то на этих двух 
рядах можно построить элементарный лара.т.телограмм, при¬ 
няв за каждую сторону такого параллелограмма промежуток, 
соответствуюіций взятому ряду. 

Величина нлопі^ади такоі’о параллелограмма равна веди^ 
тане шющади основного элезіентарного параллелоірамма 
данной Блоской сетки. Эта поа^едняя ве.іитана, постоянная 
и характерная для каждой плоской сетки, может быть наз¬ 
вана ретикулярньш параметрозі соответствуюиі;ей грани. 

І1оложи>[, нам дана некоторая плоская сетка простран- 
с'гвенной решетки и в ней два какие-нибудь ряда. Если 
два данные ряда будут еопряжеиншш, то, построив на них, 
как на сторонах, параллелограммы, увидам, что внутри та¬ 
ких параллелограммов не находится ни одной гозяологи- 
ческой точки, причем все эти точки будут расположены в 
вершинах построенных ііараллелоіраммОБ. 

Если два данные ряда не будут сопряженны&ш, то не 
только в вершинах, но и внутри парахтело граммов, лостроен- 

6 * 
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ннх на таких рядах, будут находаіъся гомологаческие точки 
данной сетки. 

Положим (рис. 178), нам дан параллелограмм оасЛ^ по- 
строеішый на двух несопряженных рядах оа и ос. Такой 



параллелограмм непременно должен содержать, кроме гомо¬ 
логических точек, расположенных в его вершинах, также и 
точки, находящиеся внутри его площади. 

Приняв ряды оа и оЬ за оси координат и найдем 
и числовые координаты точки с. 

Число рядов Ът ....., Ъ^р .. парахіельных оси 
и пересекающих параллелограмм оас(і, очевидно, равно 
Г 2 — 1. Отрезок каждого такого ряда, заключенный между 
параллельнызш рядами ос и ас?, будучи равен параметру 
ряда о а, доллѵен содерлпіть только одну гомологическую 
точку, которая будет расположена внутри параллелограмма 
оаск. 
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ТаЕнм образом, вдело і'омологичесвдх точек, содержаіцихся 
Бпутрп этого параллелограмма, будет — 1. 

Так как вдело точек, находяііі,ихея внутри взятого парал- 
лелограмма оааі, зависит только от абсо*Ш)тной вежічипы 
вделовых Еоордтіат п то эти вевдчины мы всегда 
березі с знаком 4-» 

Пусть т, к, Ру ^ — гомологичесЕие точки, расположенные 
внутри пара.оелогра>оіа оае(і. 

Ни одна пара таких точек ие может находиться на оди- 
паковоа! расстолпии от ос* В саэгом деле, если бы, наир*, ш 
и 2 } находились на одинаковом расстояши от прямой ос, то 
линия тр оказалась бы рядом, пар^птиельным ос, причем этот 
ряд п.мел бы промежуток меньше ос, что противоречит при¬ 
нятому условию* 

Если провести через точки 2^ ^ и линии, парал*і;ель- 
иые ос, то мы получите серию рядов, параллельных ос и на- 
ходяиі^ихсл на равных расстояниях друг от друга. 

Так как число точек, каходвдщхся вну^гри паріпоелограшіа 
о а сё у по только что доказанному, равно Гз — 1, то чиаіо 
полое, заключенных между прямыми рр^у 

параллельными ос, будет равно 

Таким образом, отрезок о а будет разделен на равных 

частей и лш по*тучим: где с^ — ирол[ежутоЕ 

ряда* 

Пусть 3 будет плоіцадь элементарного иарачлелогра^гдіа 
оагпЬ дапноя плоской сетки. 

Положим, что ряды ос л ор — сопряжеинне, и построим 
па этих рядах параллелогралчм оср/'у который будет такяіе 
элементарным иараллелограшгом нашей плоской сеткн. Можно 
легко доказать, что илопргдь о ер/" равна нлоіцади оатЬ з. 

В ШЕОм деле, параллелограмм оср^ имеет то асе оенО“ 
ваіше, как и о а её у нричезс высоты этих двух параллело¬ 
граммов раз.іичиы* 

На основании то*льео что сделанных выводов, зін имеем: 

□ оср/ ор^ 1 

□ оасё " оа ~ Гг ’ 

где — числовая координата точки с* 
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С другой стороны: 

□ оа»іЬ оЬ 1 

□ ОЙЕСЙІ 0^4 ’ 

откуда: площадь о/*= площади оатЬ = ^то и требова¬ 
лось доказать* 

Таким образом, величина площади элементарного парал¬ 
лелограмма данной плоской сетки будет одна и та же, на 
каких бы двух сопряженных рядах мы ни построили такой 
пара.:ілелограмм. 

6, ЭЛЕМЕНТАРНЫЙ ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕД 
ПРОСТРАНСТВЕННОЙ РЕШЕТКИ* 

Элементарный пара.ъіелепипед данной пространственной 
решетки имеет всегда один и тот же об'ем, иезависнмо от 

того, ісакие три сопряженных 
ряда решетки взяты для его по¬ 
строения. 

Пусть оХр ох^ (рис* 179) 
— три сопряженные ряда про- 
страиствеплой решетки, причелі 
д,о!ны ох^ представляют 

собою промежутки соответствен¬ 
ных рядов. 

Положим, V — об’еи элемен¬ 
тарного нара,оелепипеда, по¬ 
строенного на 

^ как на данных ребрах. Поло- 
Рпс. 179. жим, кроме того, ЧТО нам даны 

еще три сопря;кеітых ряда 
0 %, ойд той же решетки, причем Ѵ — об’еаі элемен¬ 
тарного пара,глелепипеда, построенного на этих рядах. 

Ясно, что, ес*ли оа^ — линия пересечения сетки е 

шюекоетью х^ох^^ причем о — гомолоі'ическая точка, обищя 
обоим плоскостям, то линия ощ будет рядом гомологических 
точек. 

Пусть 0 % будет один из рядов, леікащих в сетке а^оа^ 
и сопряженных с рядом 

















Элементарный параллелепипед пространственной решег ^^1 В7 


Построим па трех сопряженных рядах с? и эле¬ 
ментарный пара.оелеішпед. Этот параллелепипед будет иметь 
тот же об'ем V', как и параллелепипед, построенный на ря¬ 
дах йа^ н ойд. 

В самозг деле, приняв за основание параллелепипеда 
о лгд пара-ілело грамм, построенный на рядах оа^ н оа^, а 

для паролелетшеда оа^а^а^ — параллелоірамы, построен¬ 
ный па рядах оа^ и ^(ы найдемпто площади этих ос¬ 
нований будут равны друг другу, как эледіеитарные паргит- 
лелограмзіы одной и той же плоской сетіш Вслед¬ 

ствие этого, объемы парахтелепипедов, построенных на реб¬ 
рах 0 ^ 1 , оа^ и оа^, оа^,оа^ будут равны друг другу. 

Пусть, оа^ — ряд пересечения плоскостей оа^а^ п 
а — ряд, сопряженный оа^ и находяищйся в плоскоетл 
ІІара.оелелппеды, построенные на сопряженных ря¬ 
дах 0 Й 4 , оа^, оа^ и оа^ опять будут иметь равные 

об’емы, как и в дредьідущезі Сѵіучае, 

Можно, пакоиед, за-метіть ряды о% йй-, оа^ рядаэш ох^, 
ощ, так как ох^ и ох^ — два сопряжеиные ряда плоской сетки 
которая совпадает по своему положению е плоскостью 
Вследствие этого, об'ем элементарно.о караллелеш- 
педа останется тем же, а именно Ѵ\ 

Если сравнить об'ем этого последнего дархтлелепшіеда с 
об'е]^[Ом параллелепипеда, построенного на сопряжепых ря¬ 
дах ох^, то эти об’езіы: так^ке будут равны, т. е. V'— К 
Это равенство вытекает из того, что элезіентарные парал¬ 
лелепипеды ох^х^й^ и ох^х^х^ имеют равпые основания — 
параллелограмдіы, построенные на оірезках прямых ох^ и 
ох^, равных проз\іежуткам рядов, определяемых этими пря- 
йіГіьми. Кроме того, и высоты этих параллелепипедов будут 
также равны между собой, как расстояние между плосквш 
сетками: ох^х^ и ближайшей, параллельной ей. 

В виду того, что об^е>[ элементарного параллелепипеда 
данной пространственной решетки является постоянным, мы 
можем назвать средним расстояниезі змежду точками решетки 
длину Е ребра куба, об'ем которого равен об'ему элемен¬ 
тарного нарахлеленнпеда данной пространственной решетки. 
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Приняв такое обозначение, мы получаем Т, откуда 


где V — об’еи элементарного дараллелепнпеда 


данной пространственной решетки. 

7. ГАССТОЛШІЯ МЕЖДУ ПАРАЛЛЕЛЬНЫМИ 
ПЛОСІШМИ СЕТКАМИ. 

Пусть одГй, сопряженных ряда лроетранст- 

веиной решетки,^принятых за оси координат (рис. 180). 



о 


Рііо, 180 . 


Положим, плоскал сетка иересекаюнхая эти коор¬ 


динатные оси в точках н характеризуется урав¬ 


нением: 



(О 


Координаты точки о^ будут ж,, О, О 



„ щ „ о, О, Жд 
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Положим, промежуток ряда по оси ох^ будет по оси 
ОХ^ — и по оси ОХ^ — Сд. 

Бетавив в уравп. (і) вместо х^ и х^ координаты точки 
находизі: 

. 1 
р^х^ = 1, откуда: = —. 

Рі 

Точно также, вставив вместо Хі, х^ и координаты точ¬ 
ки и ^ 3 , найдем: 

= 1 и р^х”' = 1. 


В мтих последних выражениях: 


Ес.ій зш нодстаБиз[ очи значения в только что выведен¬ 
ные равенства, то получим выражения д.ітн отрезков на ко¬ 
ординатных осях в линейных йЕерах, иричезг линейные еди- 
шгцм д*ія всех отрезков будут равны друг другу, 

Такизі образозг, выразив длины отрезков оа^.оа^ и оа^ в 
равных .тинейных зіерах, получаезі: 


Обозначим: 


оа. ощ ^ 

' Рі ' ^ 


3. 


оа^ 


ѣ. 

Ра 


( 2 ) 


х^ о Х 2 Х^ т х^ ох^ х^ х ^, ^ х^ о х^ — х^ х^ ш 

Двуіранный угол, для которого реброзі служит ох^, обоз- 
начиз[ Х^; двуграипый угол с реброзі ох^ = и е ребром 
ох^ — Х^, Двуіранный угол е реброзі обозначиэі через 
(р, с ребром: и с ребром 

Из тощей % опустизі перпсядикуляр ща на плоскость оа^а^ 
и через этот перпендвкуляр проведезі плоскости а^аЬ^, 
а^аЬ^ и перпендикулярные к *іиииям ох^, ох^ и 

Сделав такое иостроежие, получаем: 

/■ ^ "^ 1 ^ ^3 ^2 ^ ^ ^3 ^ 9 ^' 

Соедините точку а с о, и % прямыми а о, аа^ ж изобра- 
женнызш на рис. 180 пунктирными линиями. 
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Отношение плоідадей треугольников оа^а^ и оаа^^ имею¬ 
щих равные основания ощ ш разные высоты л аЪ^ бу¬ 
дет^ равно отношению этих высот, т. е* 

А ^ 

А оаа^ аЬ^ 

Из прямоугольного треугольника а^аЪ^ имеем: 

аЬ^ оов 

Таким образом, полутаем: 

А О Й5з _ 1 

Д оа% соз Х, ’ 

откуда: Д оаа^ ^ Аоа^а^ - сов 

Путем совершенно аналогичных рассуждений получаем: 

Д оаа^ = Д ^ сое и д аа^а^ = Д ■ ооа ф. 

Сложив почленно оти равенства, находим: 


Д оаа^ + Д оаа^ + А а^аа^ ■= Д * соз + 

Д оа^а^ ■ С08 + Д ^ сов ф — Д щ 

На основании подобных же рассуждений молшо вывести, 
для площади канідой треуго*іьноЁ грани сфеноида 
следуюпще выраліенил: 


Д оа^а^ = /^ оа^а^ ^ сов Х^ + А 0^36^3 * сов X Н- 
+ А • сов ф, 

откуда: 

А ойі — А оа^а^’ соа А оща ^'соэ Х^ 

С08 9 = - ^ ; 

Д ОД 0(2^«2■ сов Хі + Д ■ сов Х3 Д й^ щ % ■ сов 5^, 


откуда: 

А оа.а« — А Ой, а, * сой X, — Д ой, №* * сой Х„ 

СОВ 7 ^^- - іг^ -— - - ' — -^: 

/А оа^а^ — Хоа^ сов * Х^ -|- А о йд сов - Х^ + Д ■ сов ф. 
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откуда: 

соз ^ 


А йд — А Ойі «2 ■ созХ^ — А 0^1 щ -СОЙ 

Д ([ ] йд ’ 


Д с^^ = Л оа^а^ ' Ч'' + Д оаі«з ■ сой ^ + 

+ Д оа^а^ ■ С 08 і>. 

ІІодставив в этом последнем уравнении вместо сов 9), сов х 
и СОЙ чр их только что выведенные значения, получаем; 


(Д а^а^о^У == (Д оа^а^У + (Л оНійт*)® + 

+ (Л ~ 2 Д ой^а* ■ Д ой^^й^ ■ еоа X, — 

— 2 Д оа^ • Д оща^ • сое — 

— 2 Д оа,йз ■ Д оа^пг, ■ соз Хз- 

Таким образом, мы видим, что (в каждом сфеноиде): квад¬ 
рат площади одной из граней сфеноида равен суагме квад¬ 
ратов площадей трех других его граней без удвоенных про¬ 
изведений тех же плоіпрдей по две взятых на косинусы дву¬ 
гранных углов между э'гиыи площадями. 

Из чертежа 180 видно, что плопщдь треугольника оа^Яп мо¬ 
жет быть выражена: 

Л яя.Яо = ~ Ой. оао-ешя-.а:, = і • еін я:,аг» 

12 2 1 а 12 2 1 * 

Точно такіке: 

Д оя^йд = іоа^.оа^■зшж,а■з= |•■^•8ша^1а:з 

Л 1 - 1 е. е* . 

ІАоща^ = оа^ - оа^* зіп ^ ‘ 

Вставив іот выражения в ({юрзіулу квадрата п.іоіи,ади 
грани сфеноида, находим: 

4(Д + 

+ — 2-^1^-- ■ йіпіКі X,. * віи х. ■ соз X. — 

рЫ ^ ^ ѴІРіР^ ^ ^ ® ^ 

_ Сі с* I N 

— 2 ’ втх. х^' втх^Хо - сов — 

РіРЫ ^ ^ ^ ® 

с, С 5 ^ 

— 2 — \ ‘ ѳш ХаХ^, * аша;і х^ - соз а* 

РіРіР^і ^ ® ^ ^ ® 


(3) 
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Приняв за основание сфеноида грань опустила ив 

вершины о перпендинуллр од = Л на эту грань. 

Об’езі е(})еноида V, как известно, будет выражаться равен^ 


ством: 


Д щ а ^ *' к 


3 


Если принять за основание сфеноида ареугольник 
то тот же об^ем V выразится равенстводі: 


о Сі-^ €1'^ * а 



Из этих выралсений получаем: 

Л ■ Д = ащ • Д оа^а^ 



(4) 


Из иря:\гоусольного треугольника нмеезг: аа^ = 

= сГцй^відХі, а из прямоугольного треугольника полу¬ 
чаем: 

Таюп[ образолг, находим: 


аа^ — 0% ■ йіпХ^ - 

На осиоватши равенства (2) пол^'час^г: 

аа. ^ — 8ІП Хі ■ 8ІП X. 
^ Рв ^ ^ ^ 


Возведя в квадрат уравнение (4) и подставив в получен- 
ном уравненин вместо аа^, только что найденное ее значе¬ 
ние, а вместо площади Аоа^а^ ее выраліснле из равенегва (1), 
находим: 


^ 8 ІІТ“Х, 

рірЫ '^і^ 



(5) 


ириняв точку о за центр, опишем шаровую поверхность 
радиусом ох'і — охз— ох'і. Плоскости ХіОХі,х^ох^ и х^ох^ пе¬ 
ресекутся с поверхностью посушенной сферы по дугам боль¬ 
ших кругов х\хз = і х^х^, х'іх'з = і х^х^ и ХгХь = іх^х^, 
образуюіцих сферический треугольник. 

Из сферической тригонометрии мы знаем, что 

С08 Х^Х^ = 008 Х^Х^ • С08 Х^Х^ -|- 8ІП Х^Х^ • віпх^а:* • С08 
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Из этого внражеиил мы можем вывести: 

соя — сов X. - сов X. X. 


а) соз = 


откуда: 




1 — соз^л?! х^ — соз^а^ і — соз'а; 3^7^+ 
. 5 +2 соз ж. х^ - сова^і ^ соэ а:, аг, 

віп^Х, ~ — - -Цг^-^ - ^- 

^ а:* - зіи^д:, а?я 


Подставив это Быражегше взіесто зіп® X^ в уравнеиие (5) и 
заменив в этодс уравнении Д щ щ щ ее значением из ра¬ 
венства (З), получаезг: 

1 — сов® Хі х^ — соз^ а^і а?з — соз^ х^ х^ + 

12 _ 2 соа а;^ ' соз х^ х^ * соз х^ х^ 

^ ^ Рі • і ^ РІ * і I РІ ' ■» 

+ -Ц " 

‘^РіРі . ^ ^ ^РіРа • 

-ВІИ х^ х ^' В1П а ?1 а?8 ■ соа -вш х^ 


„ 2 ©5^3 . , _ 

8111 * С08 - Э1па;^ х^ ■ зіпа?^ х^ оой X^ 


( 6 ) 




Ыз построенного налін сферического треугольника ліьт имееін 
также: 

1 ^ соа X* Хш — сов X. х^ - соз ж, 

b) ео8 Хй = 1 = - М - V-*— — ® и 

^ ^ вш х^ х^ ■ Віи Жд х^ 

ч соа X. х^ — соз X. Ха * соѳ X, 

c) СОЗ Хз = - 

^ ^ аш х^ х^ ‘ зш х^ х^ 

Вставляя значенрш сов Х^, соэ Х^ и сов Х^ из выраже¬ 
нии а), Ь) и с) в уравнение (6), получаем: 

1—соз* х^ — сов*а:і х^ — соз^а:д х^ Н- 2 соа х^ * соа со^^х^х^ 

ЖТ^ 

-а 

- С08 Ж* Ж, — 1 ^-*- сое аг, Ж, + а СО» ж, ж, + 

I Рі 

+ ^соа а;^а?з^ 

На основании сделапного построения, мы закчгочаеы, что 
к =- о ^ будет представлять собою расстояние между двузія 
ближайшиіш, пара,тледьными друг другу, плоскими сеткадт 
символа ІРір^Ръ)' 


1^3 


2 р. 2 р.р^. 

' ^ СОВ X. X., — ® соа аі, х^ — 

с. с, СіС, 
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Геометрия IIростра^ствсиныx решеток 


8 . ОБ’ЕМ ЭЛЕМЕНТАРНОГО ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕДА 
И ПЛОЩАДЬ ЭЛЕМЕНТАРНОГО ПАРАЛЛЕЛОГРАММА. 

Ейш обозначим через а величину, равную площади эле¬ 
ментарного параллелограмма плоской сетки {р,Р2Рз% то 
8 ,к— V, где V — величипа, равная об’ему элемошарпого 
паралле-лепипеда данной пространственной решетки, и к — 
расстояпие между двумя ближайшиіш друг в другу п-іосіами 
сетками символа 

Уже рапыііе было доказано, что V будет лостояпным, на 
каких бы трех сопряженных рядах мы ни построили эле¬ 
ментарный параллелепипед данной п.тоской сетей. Об’ем V 
каждого такого параллелепипеда, как мы видели, будет вы¬ 
ражаться V — А, 5. 

V 

Таким образом: ^ ^ 1Г 

Леіко доказать, что 

1 ““ — соз^ + 

+ 2 С08 Х^ ■ С08 ’ С08 Х^Х^ 

Е сам05і деле, построим эледіентарный ііара.злелегшпед па 
трех сопряженных рядах ох[, ох% и ох^ (рис. 181), причем 

ох^ =^1, 0X2 = и од?з = С3, 

где к — длины проме- 
ясупсоБ сооіБетс'туюпіих рядов. 

Из точки х^ опускаем перпен¬ 
дикуляр тіа плоскость ох^х^ 
и другой х^а^ на .линию ох^. 

Из прямоугольного треуголь¬ 
ника х^(іа^ пол}^чаем: 

== х^а^ ■ йіп (і 

причем і х^г\й будет двугранным углом ліежду плоскостями 
ох^х^ и ох^х^. 

Из прямоугольного треугольника х^а^о находим: 
х^а^ ох^ ^ еіп х^х^^ где х^х^ — угол между ох^ и ѳх^. 






















Об’ем элементарного параллелепипеда и. т* д. 
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Из этих выражений определяем; 

■ 8 Іа Хі ■ зіп (і й)* 

ІЗамеішв угол его выражением посредствойі углов 

х^ох^ == х^ох^ = ХуХ^ и х^ох^ = совершенно ана¬ 
логично, как и в случае нахождения высоты аа^ сфеноида 
оа^а^а^ (рис. 180 ), получаем: 

X 4 ^ СОЗ® Хі Х^ — СОЗ^ Хд — соз® х^х^ + 

^ + 2 СОЗ Х^Хз ■ СОЗХ^Хз * С08 Х^Хд 

Так как площадь параллатіо грамма ох^х^ равна 


ОХі *ОХз’8ІПХіХ2, ТО 


у ^ ^л/і — СОЗ^ Х 3 Х 3 — СОЗ® ХіХ^ — СОЙ^ Х 3 Х 3 + 

у + 2С03Х;^Хз'С03ХіХз'С03Х2Хз 

V 

Подставив в выражении 5 = -^ вместо V только что най¬ 
денную ве.іичину, а вместо А соответственную величину из 
уравнения (6) § 7 , находим: 

8 ^ = С*с|с|. ЗІП® Жз + 8ІП* Ж, Ж* -|- ^ ВІП* Х^Х^ - • 

* . ^ 2 р, р. . 

‘ зш Хд ■ 8т ХдХд ■ СОВ Ад — ■ з]пх^х^■ зт х^Хд * 

^ СОЗ Аз ~ . 8ІП х^ Х^ ■ ЗІП Х^ Хд ' С 08 аЛ 

4^3 / 

или 


( 8 ) 


3® == с® с\р\ 8ІП® Жз аГз + С®С*р® ВІП® ж, Х^ -[- с®с|р® 8ІИ®Ж, Х^ — I 
— 2СіСз'|р^)29іа.с,Жз-зта:2а:з-С08Хз— 2 е,с|СзРіі?зЭІпж 5 Ж 2 - (8а) 
■ 8ІП Ж3Ж3 ■ еоэ Хз — ^сіс^г^р^р^ віп х^х^-зтХіХ^ ■ сов ] 

Обозначим площади элементарных параллелограммов соот¬ 
ветственных плоских сеток символов (юо), (Оіи), (001) и 
(РійРэ) через 8(,оп), 5(0,0), «{воі> и 
Из уравнения (8) получаем: 

1 . 

5(100) ^ ЗІПХ 3 Х 3 = С 3 С 3 ’ 8 Ш ХдХд 

5(010) ^ ЗІПХіХд - ^ 8ІП Х^Хд 

1 . 

5(001) "" ^1 % ^3 ' ^ ^1 % = ^2 
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9^ 


%.1 ^ ^ 

Вставив эти выражения в уравнение (Ва), находим: 

^^ІРіРіР ) “ ^\іоо) ^%іо)Р2 ^'(001) ^ Рі %йй)' 

^'(ою)' ^Рі '^(100) ' ^^^((>01) • сов — ^і^2%10) ‘ 


(9) 


9. иОЛЯРНАЯ иРОСТРАИСТВЕІШАЯ РЕШЕТКА. 

Положим, на:м дана некоторая пространс'і’веннал решетка. 
Проведем через одну ив гомолоі ических точек, принятую за 
начало координат, дерлендикуллры к трем сопряжеппыві 
плоским сеткам даішой пространственной реиіетки. На каж- 
дом таком иерпендикуляре отлолшвг, начиная от точки, при¬ 
нятой за начало, джпу, равную отношению ліежду величиной 
площади элементарного параллелограйша той плоской сетки, 
к которой перпендикулярна данная нормаль, и средним рае- 
столннем дЕежду гомологическими точказга данной решетки. 

Эти т^зи нормали мы можем рассзіатривать, как три сонря- 
.женннх ряда некоторой пространственной решетки. ПрипіШ 
эти ряды за координатные оси, мы мол;ем построить про¬ 
странственную решетку, которая будет называться полярной 
решеткой по отношетпо к неізврначально взятой решегае. 

Ряды и плоские сетки полярной ярострапственной решет¬ 
ки мы буделі обозначать такиш же символами, как мы это 
делали при обозначении еоответс^еішых образов в перво¬ 
начальной решетке, заключая эти символы в фигурные скоб¬ 
ки { Таким образом, символ будет обозначать не¬ 

который ряд полярной решетки; { [р^ р^р ^]} обозначает опре¬ 
деленную ллоскуіо сетку данной полярной решетки н т. д. 

Обозначим; — плоские уг\ш мелгду соот¬ 

ветственными осями координат в нервоначкльной решетке; 

Ау, — двугранные углы ]»ежду плоскостями коорди¬ 
нат, для которых поеледователііио ребрами пересечения бу¬ 
дут служить х^. 

В поля])ной пространственной решетке мы нршгем за оси; 
{} — нормалі> к плоской сетке % первоначальной решетки, 
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Положительные концы этих осей й[н примем нанравленпымн 
в ту ліе сторону% нак и положительные концы осей и 
первонача;іьноЕ пространственной решетки* 

Обозначим плоский угол между осязш {} и (} через 
{х^ Х 2 } і ПЛОСКИЙ угол между {х^} и {х^} через {} и 
плоский угол мел;ду и {ад} через {х^х^}^ 

Двугранный угол мелѵду плоскостлзіш осей, для которого 
ребром будет слу;аить ось {), обозначив! через {}; 
двугранный угол с реброзг { х ^} обозначим через {} и, 
наконец, двугранный угол с ребром {іГд} обозначим через 
{^ЯІ. . 

Приняв такие обозначения, мы увидим, что промелсутки 
рядов, принятых за оси н {х^} будут; 

1 Го оси {іВі) — {Сі} =5(,0(„ = С 5 іСз- ЗІПіГаЖз, 

{л^гі — {СвІ =»(0і«) = ^«®з-відЖіЖз. 

{ ^8 } { ^8 } ~ ®(в01) “ ‘ 

На основании известных свойств полярных с^І^ерических 
треугольников, мы имеем: 

{х^х^} = 180^ —Хз; Х^\ {^ 2 -^ 5 }== 

{Хі) = 180“ — ^ 180°—{ Х^} = і80°— 

Изучение евойста 110 *.лярной пространственной решетки 
в]яеет чрезвычайно валѵяое значение для реиіення наиболее 
простым и удобны:^! способом целого ряда проблем геолгет- 
рической кри ста^іло графин. 

10, ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА 
ПОЛЯРНОЙ ПРОСТРАНСТВЕННОЙ РЕШЕТКИ, 
Г1оло:ішм, л 13в некоторый треугольник в плоскости Ж 
(рис. 182). 

Пусть N — шноскость, проходящая через вершину В тре¬ 
угольника АВВ, пересекаюш,ался с плоскостью М по линии 
ВВ и образуюищя с этой плоскостью двугранный угол а. 
Из вершни Л ^ В треугольника АВВ опускаем пер- 
пендіікуляры ААі и ВВ^, па плоскость N и через ЛА^ 

Н: КРИСТАЛЛОГРАФИЯ 7 
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проводим плоскость ЛА^Е^ пер¬ 
пендикулярную к ЛИППИ ВЕ 
пересечения плоскостей М и Ж 
Соединив прямызш точки В 
и I), получаем ортогональную 
проекцию іреугольника АВЛ 
на плоскости Ж. 

Заметив, что по построению 
АЕ и А^Е перпендикулярны к ВЕ^ находим: 

ААВЕ^ІВЕАЕ и А А,ВЕ = ^ ВЕ • А,Е, 



откуда: 


Л ЛБЕ _ АЕ 
АА^ВЕ А^Е' 


Опустив из точки в перпендикуляр ВЕ^ па .іпнию ВЕ, 
находим: АВВЕ ^\ВЕВЕ^ 


л ВВЪ ВЕ. 

откуда получаем: * 


Из прямоугольных треуголі>ников АА^Ем ВВ^Е^ находим: 
А^Е = АЕ С 08 СС 
ВіЕ^ = ВЕсо8а, 


Таким образом, мы имеем: 


А^^Е 
А АВЕ 


= С08 а 


и 


А ВВ^Е 
А ВВЕ 


= С08 а, 


откуда получаем: А А^ВЕ А АВЕ' • соа а 
А ВВ^Е = А ВВЕ * соза 


Взяв эти два последние уравнения и вычтя из первого 
уравнения второе, получаем: 

АА^ВЕ-А ВВ, Е^{ААВЕ--А ВВЕ) соз а, 
но А А^ВЕ- А В В, Ж = Л Л ВВ, 

и Д АВЕ ~ Л ВВЕ = Л АВВ, 

как это ясно из рис, 182 . 
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Приняв ЭТО ВО внимание, получаем: 

Д БЛі — Д АВІ> ^ С08 ос. 

Еат мы будем перезіеіцать ллоскоеть Ж во направлению 
АА^, перпендикулярному к этой плоскости, то при таком 
пере.мегдеши, очевидно, точки А^^ В в Д постоянно будут 
находиться на перпендвкулярал, опущенных из точек ^1, В 
и I) ва Бсрсмеідающуюся плоскость, причем треугольник 
А^ВЛ^ останется неизменным, 

В виду этого, мы можем сказать, что ве,чичина площади 
ортогона,лгіпой проекции данного треугольника будет равна 
величинѣ его площади, умноженной на косинус двугранного 
угла между плоскостью данного треугольника и плоскостью 
его ортогональной проекции. 

Из вершины о сфеноида (рис* 183) восставляем 

к трем его боковым граням оа^а^, норма™ 

о оі^у расположенные но 
отношению к каждой грани с 
той же стороны, где нахО“ 
дится вершина сфеноида, про¬ 
тиволежащая дайной грани. 

Откладываезг на каікдой такой 
норзшчіи длину, равную число¬ 
вому выражению площади іре- 
угольнита перпендикуллрпой 
к ней грани сфеноида. Сделав 
такое построение, мы увидим, 
что диагональ параллелепи¬ 
педа, построенного на ребрах 
оЬ^у оЪ^ и оЪ^у будет перпендикулярна к плоскости и 

равна но величине площади треугольника 
По построению мы имеем: оЬ^ = Д оа^а^, оЪ^ ^ Д оа^а^ 
к ^ Д 

Так как о\у оЪ^ дерпендикулярЕН к плоскостям оа^а^у 
оа^а^у оа^а^у то й обратно, ензд, ощ будут также пер¬ 
пендикулярны к плоскостям оЪ^Ь^у оЬ^Ъ^ и 

Опустим из точки о на основание е<|)еноида — 

перпендику.мр и проведем через точку плоскость 

7 * 
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параллеліжую плоекосги оЬ^Ь^ и, следователіжо, перпенди¬ 
кулярную к ребру оа^ш Илоекость вЬ^^^ пересечет ребро оа^ 
Б то'осе а, а порталь од' — в точке ^у Проектируем тре- 
угош>ники и па плоскость 

Так как эти ті}еуі^ольниіш имеют общую сторону а 
вершины о и йз будут проектироваться на плоскос'ги 563 ^^ 
в одной и той же точке 5 , то лроекции этих двух треуі оль- 
шіков па плоскости совпадут друг с другоіг и будут 

представлять собою треугольник 

Как мы влде.іи, пловщдь проекции ^іреугольпика 
будет равна ллоіцади этого треугольника, умноженной на 
косинус двугранного угла между ПЛОСКОСТЯМИ оа^а^ и зЪ^с^у 
Заменив плоскости ои зЪ^^^ их нормаля&ш оЬ^ и оа^, 
получаем: 

Д • соэ і (оЪ ^; = А оа^а^ ^ 

о щ 

Площадь проекции второго треугольника будет выражаться: 

Д - соэ і (о^^ : оа^) = Д ■ 

Из этих выралсений, в виду равенства проекций, получаеаг: 

08 = Д «1 «2 

откуда находим: о^^ = Л 

Проведеаі через точку Ц плоскость, параллелі.ную 06563. 
Легко доказать ана.10гичным рассуждением, что эта п.чоскость 
пересечет о^ опять в точке д,, находящейся от точки о на 
расстоянии, в точности равном величине площади треуго.чь- 
иика «івзСТз. 

То же самое получится, если провести через точку 65 
плоскость, параллельную 06,63. Эти три плоскости вместе с 
параллельншш им плоскостяіш 0656,, 0636, и обдб, обра¬ 
зуют параллелепипед, у которого об], об,, об, будут ребрами, 
а о^з диагональю. 

Эта диагональ, как мы уже виде.ш, будет перпендикулярна 
к плоскости треугольника 










Геометрические свойства полярной пространственной решетки ЮІ 


Из самого хода рассуждений мы моліем вывести следующее 
закіючение. 

Если Д.1ИНЫ ребер оЪ^ будут пропорциональны 

ве.іичиназі площадей, перпендикулярных к ним граней в от- 
нопіеиті 1: п, то длина диаго- 
на*т будет находиться в 
таком же отношении 1 : к 
площади и в то же 

время будет перпендикулярна 
‘ к плоскости а^а^а^. 

Положим, нам дан некоторый 
пара.иелепипед ОС В 1 )Е А 
(рис. 184 ). 

Обозначизі: 

ОС ^С,Е^АВ,^ВВ 

ОВ=^СВ ^АС, = ЕВ,^а. 
ОЕ^СС.^АВ ^ВВ,=^а] 

Диагональ пара.ілелепипеда: ОА ^ а, 

.Диагона.іи граней 



АС^Ъ, 

АВ^К 


ОВ = К 


Углы: 


«1 : «9 = X. X. 


1 ‘<'9’ 


О/ . — р 

а : а2 = (р 

а-з = -ф 


Из треуголышков ОАО и ЛВС имеем: 

Ъ] = -\- а\ — і аа^ • соз р 

Ъ\ = а\ а\ — 2 а.^а^ • соз ( 180 ® — х^х^, 
откуда получаем: 

соз о = «*+«? — И + а § + 2 соз ж,ж,) 

'' 2 аа^ 

Из треуголышков ОАВ м АВВ изіеем: 

&| = а* + а| — 2 алз • соз (р 


( 1 ) 
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откуда получаем: 

_ а“ + й| — +<4 + ^ ^3‘ соэ х^) 

С 08 ЧР -- ~ - 

Из треугольников ОАВ и ОБВ имеем: 

Ц = + аі — 2 аа^ * оов ^ 

Щ — а\-\- а\ — 2 - соз (і 80 '^ “ х^х^у 


( 2 ) 


откуда получаем: 

соз ^ ^ 


а^+«1 — (а^ -|- ^ ^1 Щ' ^1 

2 а% 


( 3 ). 


Через веритпм ѣ ж І> парамелепипеда ОСББАЕ про¬ 
ведем две плоскости, перпендикулярные к диаі’Она.іп О А. 

Положим, эти плоскости перѳсекут диагональ ОА точ¬ 
ках и в. Из точки (? проведем О Н ВБ до пересе¬ 
чения в точке Н с плоскостью, проходящей через точку Б 
и перпендикулярной к О А, Ясно, что при таком построении 
ОЕ = ББ ^^ ОС=а,. 

Сделав такие лостроеиия, проведем прямые ЕБ, ЕИ и В О. 
Заметив, что і НОО = і ООО = р, так как ОС ОН и 
эти углы будут накрест лежащими, находим из пряічоуголь-. 
иых треугольников ОЕБу АО В и ОЕН: 


ОЕ ^ соз (р 
АО = соа ф 
ЕО^а^сов^. 

Сложив почлеіто эти три уравиепия, и приняв во внп* 
мание, что О А ^ ОЕ + ЕО + АО^ получаем: 


а = соя р + соз <р + щ соз ( 4 ) 

Подставив в уравнение ( 4 ) вместо соз р, соз и соз іі/, ве¬ 
личины этих углов, согласно уравнениям (1),(2) и ( 3 ), по.і}'чаем: 

^ ^ — (а| 4 ^ I 

2 * 

«і [а , + а| — (а\ + о| + 2 «і а, еоэ а>, ж ,)] 

2вві 
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откуда находиэі: 


4- 2 соэ+ 
+ 2 йі «3 соз+ 2 ща^ сов х^х^ 


] (5) 


Таким образоаг, :і!ы видидг, что квадрат диагоначТИ парал- 
лелепішеда будет равен сумме квадратов грех его непарал¬ 
лельных ребер плюс удвоенные произведения из трех отих 
ребер, по два взятых, на косинусы углов между этими ребрами. 
Примем ООВВАЕ за некоторыб параллелепипед по¬ 
лярной пространсгвепной решеіжи, построенный на ребрах 


00 = ’ Ох^^ 01) =р^ • Ох^ в ОЕ = * Ох^, 

Гак как Ох^^ } 


Ох^ — ( ^2 } — ®(010)і» 

Од?з = { ^3 } — 


то, следовательно, з!ы мол;ем написать: 


ОС =рі * %оо)? 

ОП — * %іо)? 

ОЕ — 


Приняв такие обозначения, 5ш, на оенованни только что 
доказанной теоремы, находим: 


+ 2р| ^(100)2^3 ^(ош) ^(віо)/^з ^(Ш) 


Так как 


{х^х^} - 180 ^- Хз, 

{^1^3} ^ 1^0^ — Х^, 

{х^х^} ^ 180 ^ — Хі, то# 


{О А)^ 1^100) "І" “Ь ^і^1^{100)?^5^(010) соз ^3 

— 2 соз Хд ^р2^(010)^Рз^{Ш) 

Сравнив это выраженже с уравнегаелг ( 9 ) § 8, закжчаем, что 
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Ыз этих рассуждений мы выбодизі следуюідес весьма важ¬ 
ное положение: 

Если на трех рядах полярной пост])анетвенной решетки, 
принятых за оси координат, отложить от начала осей отрез¬ 
ки, равные: , , „ 

I ^ } но оси 

р^ {} но оси 0^3, 

Рз {йд} по оси 0^3 и 


на таких отрезках построить параллелепипед, то диаіюпаль 
такого параллелепипеда будет перпендикулярна плоской сетке 
ІРір2рв) длине равна іілоіц.адн злез[ентарноі о паралле¬ 
лограмма этой сеткш 

Таким образом, индексы сидгвола какогочгибудь ребра по¬ 
лярной решелтш будрт равны индексам епмЕОла 

(РіР^Р^) грани первоначальной ренютяги, перпендикулярной 
к ребру {[г^г^г^]} по.іярной решетки. 


11 . УГОЛ МЕЖДУ ДВУМЯ ВОЗМОЖНЫМИ ГЕВРАМИ - 
КОМПЛЕКСА. 

Иосмотризі теперг., как мы моліем определить угол мея:ду 
двумя возможными ребразги кристахтическосо коічнлекса, если 
известны символы этих ребер [г^г^г^] 

и 

Положим (рис. 185), от = г — 
д.іина промежутка ряда простран- ' 
СТВСНН0І1 решетки, соответетвукоцего . 
направлению ребра \>\г^г^\ и оп= г' 
— д.інна промежутка ряда, соо'гвет- 
ствуюпші'о ребру 

Пусть 0 * 1 , ох^ и ох^ — три ряда 
пространствеппой решетки, принятые 
за крвстал.!(оірафические оси, с про- ' 
межутка-ліи: по о ж, — по о г, — ’ 

и по оагд — 65 . * 

Положим; і {охі : ох^) ’= х^х^', 1 
і{рХі:оХі)=‘ХіХз и і{ох^:оХі')=‘ХзХу | 



Рио. 186 . 

























Угол между дкумя воздіожиыші ребрами комплекса 
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Обозначим, кроме того, двугранный угол е ребром ох^ через 
с реброз? ох^ через и е ребром ох^ через 
Приняв огГі, ох^ и ох^ за ребра, а от и оп за длагонаж, по- 
строиз[ два параллелепипеда оа. а^а^а^ша^а^ и аа^а'а'а'па^а^. 
В этих параллелепипедах агы изшем: 

— а^ш = — оа^ = 

““ о 

И йзй^ -= а'п = а^а' = оа' ^ г'б ^, 

аХ - - гХ , 

~ ^ 4 ^ ~ ~ ” ^ 3 ^ 3 * 

Па основании нрнведенноі’о выше выражения диагона.ж 
параллелепипеда через джны его ребер, згы имеем: 

)•“ = + г|с| + г|с* + 2 Г,»8С,<;2 СОЗЖіЯГ^ + 

+ 2 Гд с, Сд еоз ЖіЖд + 2 Гд Гд Сд Сд С08 аГд Жд И 

(г'У -= (г'ійі)® + (^-'аСд)® + (г'дСз)* + гг^г'Сійд СОЙЖ^Жд + 

+ 2 е 08 Х^Х^ + 2 ж'^дСдСд сов ЖдЖд. 

Соедиішм точки т и прямой тп^ Так как, по по¬ 
строению, т л п — гомологические точшт пространственной 
решетки, то направлеіше тп должно быть непременно воз¬ 
можным ребром данной проетранствееной решетки. 

Перенесем теперь кристаллографические оси пара.ітлельно 
сайгам себе до сов меі пения начала осей с точкой ш. 

После такого переноса получаем ~ 

которые отрезки на новых кристаллографических осях, па¬ 
раллельных ранее ирпнятші, Иос^іроизі на этих осях па¬ 
раллелепипед ® этом параллелепипеде і’рани 

а^а'іпаі и па^а'а' будут совпадать соответственно е гра¬ 
нями и а^а^па^ пара.желепипеда 

Заметим, что й^й" ^ о а[^ г[ и а^т = ощ 
В виду этого, мы имеем: 

та'^ — а^а[ — а^ш = т[ — Гу 
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Точно также получаем: 

ша^ ■“ — оа^ * ^2 ^ ^2 

и ша'' ^ оаз — оа^ =* “ ^з* 

Выраяѵая д.іпну диагона.іи параллелепипеда 
через его ребра и плоские углы, получаем: 

{іппу == {та[У + {та^У + (ша^У 2 та" • т а' • сое х^ 
+ 2 та' • 7 па' • соз+ 2 та'^ • 7 па' • соз х^х^. 

Заменив та", та^' и та^' их только что выведеннызш 
значениями, находим: 

{тпу = (г; - г,У с* + (г; - г^У сі + (г' - Гз)*с* + 

+ 2 (г' — Гі) (»•' - Гі) с, Сз ■ С 08 X^ Хз + 

+ 2 (г; — Гі) (г' - Гз) Сі Сз • С 08 Хз -Ь 

. + 2 {г'з — Гз) (г'з — Уз) Сз Сз • С 08 Хз Хз. 

Теперь нам известны три стороны треугольника 07 пп. 
В виду этого, мы леі'ко можем определить тригонометрические 
величины углов этого треугольника и в частности соз угла 
при вершине о, а именно: 

/ / \ / '\ (от)* + (оп)* —(7ЯП)* 

С 08 і ( 7 ПОП) = соз (г : г ) = ^ - • 

^ ^ 2 от - 071 


Вставив в это выражение вместо от, он и тп най¬ 
денные их значения, получаем: 


соз (г: г') 


П **1 с! I I (п + Г{Г,)Сі . С08 ГГі Х^ + 
+ с| I + I + (Гі Гі + г{Гз)Сі Сз • С08 а?! Ж 3 + 


>< 


V 

V 


*!«!і 

+ 1 + 

+ УІС§' 


2 Гі?4 с^Сі • соааГіа:, 

+ 2 ^^^,с,С 8 •со 8 д;^л;^ 
-|- 2 ^ 2^3 о^С} • 


>< 


+(Лс,)«и 

+ (»-' 8 С,)’' 


2 Уі Уз С, С, -сое Ж,Ж, 
+ 2 г'Уз'с,с,-со 8 а:,х, 
+ 2гз'г^с,Сз-со8а;,а;5 
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12 . УГОЛ МЕЖДУ ДВУМЯ РЕБРАМИ В Ю^ИЧЕСІШ- 
ИЗОТРОІШОМ КОМПЛЕКСЕ. 

ВзяБ обіцее выражение для косинуса утла между двумя 
ребра^ш г символа и г' символа кристалли- 

чеекоію комилекса и приняв во внизіание, что для кубически- 
изотропно го кошлекса мы имеелі: =- = 90 ®, 

= получаем: 


003 (г : /) 




Ѵ{гІ + гІ + гІ)іг\^^г\ 




Принимая во вииматше, что зіп {г : г') 

, . г. ]/і — С 0 : 4 ®(г : 

и іст (г : г } ^Ч —- 

° ^ ^ СОЙ (г: г ) 


у 1 — соз^ (г : г') 


находим: 


где 


8 ш(г : г') = 

Ь§()- 




РІ+РІ+РІ 


+ І) (»' 'і ' + »■ 'і * + »■ 'а ’) 

Г') = 


+ і-уі 

''і ’'і+ ^»'2 + '‘а ''8 

^Рі - Ѵ'ъ - 


Іср^ = - г^г[. 


Так как символ грани и ребра, к ней перпендикулярного, 
для кубически-изотропного комплекса равнозначны, то мм 
йшлѵем рассматривать полученные нами вмра/кения, как зна¬ 
чения угловых вашчнн зіежду перпеидикуллра^т к граням 
данных силшолов. Таким образом, для нахождения угла згежду 
лерпепдикуляразін к граням и {р[р^р'^) мы можем 

составить следуюпще Емраа:ения: 


соз (р ір ) — Рі'Рх ^ Р^Ѵ% ^ РъРъ -^ 

^ Ѵ{Р\+РІ+РЪ{Р?^Р?+^^) 

9 ІП = к Л/ ^ і + ГІ 

21П[^р.р ) у (РІ+РІ + РІ)ІР{^ + Р',^+Р':,^) 


к Угі н- г| + г| 
РгР[+Р^Р%+Р^РІ 


О :р') ^ 
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где 


Л-г, =РіРз-2^зРІ 


кгз = 2\РІ - РіРз, 

^^Гз = рУз - РзРІ, 

а. р яр' — перпендикуляры к граням (р^р^р^ и {р'^р'^Рз). 

13 . УГЛЫ МЕІКДУ ПЕРПЕНДИКУЛЯРАМИ К 
ВОЗМОЖНЫМ ГРЛІ 1 Я.М КОМПЛЕКСА. 

Как мы знаем, в полярной пространственной решетке: 


{ } — ^(100) — ^2^3 ^2^3 

{ ^2 } = ^^( 010 ) ~ ^3 ^ 1^3 

{^з} == 5(001) = 8Іи 


[х^х^] = 180 ®- 

І^І^зІ =" — ^2 

{х^х^} = 180®— Хз 


Рассматривая выражение сов (г : г'), как величину сов угла 
между двумя ребрами в полярной пространственной решетке, 
мы зіожем замеітть ве.іичипы, взятые в полярной решетке, 
ве.іичйнами, равными им в первоначальной решетке. 

Сделав такое изменение, получим выра;кение для сов угла 
между перпендикулярами и к двум граням кристалли¬ 
ческого комплекса, а именно: 


сов {р :р') 


„ „ /-9 .о 9- ^ РІ-\-р'іРі)Сі с,с| ѲІП 8ІП Д?!Жд С08 



+_(?8^Рз + 8ІП д;,з С08 Хд 


віп*д?да;5 

8Іп*а;,Хд 


2 Р^ Сі Сд с\ 8ІП Жд Жд 8ІП Жд С08 Х^ \ 

+ 2 і?, Ре зіпагд ггд 8ІП х^ сое X, [ ><! 


+ Р§Сі^І8Іп*д;іД: 5 ' ^ 4-2^)дРдС^СдСд 8Іпд;^ іСд БІпа;4 агд соз Хд 



+ (Р\СіС^У^І 


'вШ^ХіЖд 



с? Сд Сд 8ІП а;^ а;, 8Іп х^ х^ сов Хд 
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